


VI. ALKALMAZASOK

Ez a rész ot fejezetbdl all.

A tizenharmadik fejezet az informatika egyik legdinamikusabbban fejl6dg terliletének,
a bioinformatikanak az alapvet6 algoritmusait foglalja dssze.

A tizennegyedik fejezet témaja az ember-gép kapcsolatok problémékban gazdag ter(-
letének az a része, ahol ember és gép egylittmiikodésébdl Iényegesen nagyobb teljesitmény
adadik, mint amire kiilén akar az ember, akér a gép képes lenne.

A tizen6todik fejezet a szamitdgépi grafika algoritmusait foglalja 6ssze.

A tizenhatodik fejezet az informatika és a térképészet hatarteriiletének, a térinformati-
kanak alapfogalmaival és legfontosabb algoritmusaival ismerteti meg az Olvas6t.

A tizenhetedik fejezet a numerikus matematika alkalmazasaval, a gépi szamitasok ered-
ményeinek megjelenitésével és a szamolasigényes tudomanyos problémak megoldasaval
egydtt foglalkozd teriilet els6 magyar nyelv(i sszefoglalasat nyUjtja az Olvaséknak. A feje-
zet szerz6i keresztapaként a tudomanyos szamitasok nevet javasoljak a témakdrnek.
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Ebben a fejezetben karaktersorozatok, fak, sztochasztikus nyelvtanok biol6giai céld elem-
zésével foglakozunk.

Az itt bemutatasra ker(l8 algoritmusok a bioinformatika legfontosabb algoritmusai,
szamos szoftvercsomag alapjat képezik.

13.1. Algoritmusok szekvencidkon

Ebben az alfejezetben olyan dinamikus programozasi algoritmusokkal fogunk foglalkozni,
amelyek véges karaktersorozatokon — melyeket a biologiaban szokasos médon szekven-
cidknak neveziink — miikédnek. A dinamikus programozas minden esetben azon alapszik,
hogy a szekvenciak prefixeinek a feldolgozasaval jutunk el a teljes szekvenciakon sziikséges
szamolasok elvégzéséhez.

13.1.1. Két szekvencia tavolsdga linedris résbintetés mellett

Az informaciét hordozé DNS molekulak a sejt kettéosztédasa el6tt kettéz6dnek, az eredeti
molekulaval megegyez6 két molekula jon létre. Biokémiai szabalyozés hatasara mindkét
utodsejtbe egy-egy DNS szal kerdl, igy az utddsejtek mindegyike tartalmazza a teljes gene-
tikai informéciot. Azonban a DNS replikalodasa nem tokeéletes, véletlen mutaciok hatasara a
genetikai informacio kissé megvaltozhat. igy egy egyed utddai kozott variansok, mutansok
allnak el6, amelyekbdl az évmilliok alatt Uj fajok alakulnak ki.

Legyen adott két szekvencia. A kérdés az, hogy a két szekvencia mennyire rokon — azaz
mennyi id6 telt el a szétvalasuk 6ta —, illetve milyen mutaciok sorozataval lehet leirni a két
szekvencia evolUcios torténetét.

Tegylik fel, hogy az egyes mutaciok egymastol fiiggetlenek, igy egy mutacidsorozat va-
l6szinlisége az egyes mutaciok valdszinliségének a szorzata. Az egyes mutaciokhoz sulyo-
kat rendeliink, a nagyobb valészinliség(i mutaciok kisebb, a kisebb val6szinliségl mutacidk
nagyobb sulyt kapnak. Egy j6 valasztas a val6szinliség logaritmusanak a minusz egyszerese.
Ekkor egy mutaciosorozat stlya az egyes mutaciék sulyainak az dsszege. Feltételezziik,
hogy egy mutécios valtozas és a megforditottja ugyanakkora valdszin(iséggel fordul el8.
Igy a két szekvencia kozos 6sbél vald leszarmazasa helyett azt kell vizsgélni, hogyan ala-
kulhatott ki az egyik szekvencia a masikbo6l. A minimalis torzsfejlddés elvét feltételezve,
azt a minimalis stly( mutaciosorozatot keressik, amely az egyik szekvenciat a masikba
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alakitja. Fontos kérdés, hogy hogyan lehet egy minimalis stlyd mutécidsorozatotés végig
egybe (lehet, hogy tébb minimalis értéki{ sorozat van) gyorsan megkeresni. A naiv algorit-
mus megkeresi az 0sszes lehetséges mutacidsorozatot, és kivalasztja kdzilik a minimalis
stlydt. Ez nyilvanvaléan nagyon lassi, mert a lehetséges sorozatok szdma exponencialisan
nd a szekvenciak hosszaval.

Legyen X szimbolumok véges halmaza, =* jel6lje a X feletti véges hosszu szavak hal-
mazét. Egy A sz0 els8 n bet(ijéb6l &lld szdt Ay, jeldli, az n-edik karaktert pedig an. Egy szon
a kovetkezd transzformaciok hajthatok végre:

e Egy a szimb6lum beszurasa egy szoba egy adott i pozicio elott. Ezt a transzformaciot
a «' —jeloli.
e Egy a szimbdlum torlése egy szobol egy adott i pozicional. Ezt a transzformaciot
— <« ajeloli.
e Egy aszimbolum cseréje egy b szimbolumra egy adott i pozicidban. Ezt a transzforma-
ciotb «' ajeldli.
lummal fogjuk jelélni. A fenti harom transzformaciénak, és ezek tetsz6leges véges kom-
pozicidinak a halmazat r-val jeloljik. Azt, hogy egy T € t transzforméacidsorozat az A
szekvenciat B-vé transzformalja, T (A) = B-vel jeldljik.
Legyen w : 7 — R* U {0} egy olyan sulyfliggvény, hogy ha barmely T, T, és S
transzformécidsorozatra
T10T2=5 (13.1)

teljesul, akkor
W(T1) +w(T2) = w(S), (13.2)

valamint w(a «' b) fuggetlen i-t6l. Két szekvencia, A és B transzformacios tavolsagan az
A-t B-be vivd minimalis stly( transzformaciok sulyat értjik, azaz

6(A, B) = min{w(T)|T(A) = B} . (13.3)
Ha w-r6l feltessziik, hogy
wa<hb) = wbea), (13.4)
wa<—a = 0, (13.5)
wbh«—a)+w(c<b) > w(«a) (13.6)

barmely a, b, ¢ € ZU{-} -re, akkor a §(, ) transzformaciés tavolsag metrika £*-on, igy jogos
az elnevezés.

w(,) metrikus tulajdonsaga miatt elég olyan transzformaciosorozatokkal foglalkozni,
amelyek soran minden pozicié legfeljebb egyszer transzformalodik. A transzformacio so-
rozatokat a szekvencidk illesztésével abrazoljuk. Konvencid alapjan a feliilre irt szekvencia
az 6si szekvencia, az alulra irt a leszarmazott. Példaul, az alabbi illesztés azt mutatja, hogy
a harmadik és az 6tddik pozicioban egy-egy csere tortént, az elsd pozicidban egy beszUras,
a nyolcadikban pedig egy torlés:

-AUCGUACAG
UAGCAUA-AG
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Az egyes pozicidkban az egymas ala irt szimbolumokat illesztett parnak hivjuk. A transz-
formacidsorozat stlya az egyes pozicidkban tértént mutaciok stlyainak az 6sszege. Lathato,
hogy minden mutéaciésorozathoz egyértelmiien megadhaté egy illesztés, amely azt abréa-
zolja, és egy illesztéshdl a mutéaciok sorrendjétdl eltekintve egyértelm(ien megadhatok azok
a mutaciok, amelyeket az illesztés abrazol. Mivel az 6sszeadas kommutativ, ezért a teljes
suly fuiggetlen a mutaciok sorrendjétol.

Most megmutatjuk, hogy a lehetséges illesztések szama is exponencialisan n6 a szek-
venciak hosszaval. A lehetséges illesztések halmazanak egy részhalmazat adjak azok az il-
lesztések, amelyekben beszUras és torlés nem szerepel egymas melletti illesztett oszlopban,
azaz nem talalhat¢ az illesztésben az alabbi mintazatok egyike sem:

# - - #
- # #-

ahol # tetsz6leges karakter Z-bol. Az ilyen illesztések szama ('A}X:B'), mivel bijekcié van az
ilyen illesztések halmaza és az olyan C szavak kdzétt, amelyek pontosan a két szekvencia
bet(iibdl allnak, és mind A, mind B dsszes bet(ije ndvekvd sorrendben helyezkedik el C-ben.
Ha példaul |A| = |B] = n, akkor (%) = ©(22/ V).

Optimalis illesztésnek nevezzik azt az illesztést, amelyhez a hozzéarendelt mutécidso-
rozat silya minimalis. Jeloljik a*(A;, Bj)-vel A; és B; optimalis illesztéseinek a halmazat,
w(e* (A, Bj))-vel jeloljiik az ezen illesztésekhez tartozé6 mutciésorozatok sulyat.

A gyors algoritmus 6tlete az, hogy ha ismerjiuk w(a*(Ai—1, Bj))-t, w(a" (A, Bj-1))-¢t, va-
lamint w(a*(Ai-1, Bj-1))-et, akkor ebbdl konstans id6 alatt kiszamithaté w(a*(Ai, Bj)). Te-
kintsuk ugyanis A; és Bj egy optimalis illesztésének az utolso illesztett parjat. Ezt elhagyva
vagy Ai_1 és Bj vagy A; és Bj_1 vagy Ai_1 és Bj_1 egy optimalis illesztését kapjuk, rendre
attol fligg6en, hogy az utolsd par egy térlést, beszdrast vagy cserét abrazol. igy

W(a*(Ai, Bj)) = min{w(a*(Ai,l, Bj)) + W(— «— ai) X
w(a"(Ai, Bj-1)) + w(bi < =) ; (13.7)
w(a*(Ai-1, Bj-1)) + W(b; < &)} .

Az optimalis illesztéshez tartozo sulyokat egy Ugynevezett dinamikus programozasi matrix,
D segitségével lehet megadni. A D matrix d; j eleme w(a*(A;, Bj))-t tartalmazza. Ez egy n
és egy m hosszlsagu szekvencia dsszehasonlitasa esetén egy (n + 1)(m + 1)-es tablazat, a
sorok és oszlopok indexelése 0-t6l n-ig, illetve m-ig megy. A kezdeti feltételek a nulladik
sorra és oszlopra:

doo = O, (13.8)

do = > w(-<a), (13.9)
k=1
j

doj = Zw(b.ﬁ_). (13.10)
1=1

A tablazat belsejének a kitoltése a (13.7) képlet alapjan torténik.
A tablazat kitdltésének az ideje ®(nm). A tablazat segitségével megkereshetjik az
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oOsszes optimalis illesztést. Egy optimalis illesztés megkereséséhez a jobb alsé sarokbdl ki-
indulva mindig a minimalis értéket ad6 el6z8 poziciot valasztva — tobb lehetéség is adddhat
— visszafelé haladunk a bal felsd sarokig, minden egyes lépés az optimalis illesztésnek egy
illesztett parjat adja meg. A d;; poziciobdl folfele Iépés az adott pozicidban valo torlést,
a balra 1épés az adott poziciéban val6 beszlrast jelent, az atlén valé haladas pedig vagy
az adott pozicidban val6 szubsztiticiot jelzi, vagy azt mutatja, hogy az adott poziciéban
nem tortént mutacio, attél fliggben, hogy a; nem egyezik meg b;-vel, vagy megegyezik. Az
oOsszes optimalis illesztések szama exponencialisan néhet a szekvenciak hosszaval, viszont
azok polinomiélis id6ben abrazolhaték. Ehhez egy olyan iranyitott grafot kell késziteni,
amelynek cstcsai a dinamikus programozasi tablazat elemei, és egy él megy egy vi csUcs-
bol vo-be, ha v; minimalis értéket ad vo-nek Ezen a grafon minden iranyitott Ot dp,,-b6l
do,o-ba egy optimalis illesztést hataroz meg.

13.1.2. Dinamikus programozds tetsz8leges résbiintetés mellett

Mivel egy beszlrast ugyanakkora sullyal értékeliink, mint egy torlést, ezeket k6z6s név-
vel réseknek szokés nevezni, a hozza tartozé stlyt pedig résbiintetésnek. Altalaban egy
stlyt szoktak hasznalni minden karakter beszlrasara és torlésére. Az alapalgoritmus Ggy
tekinti a szekvenciak véltozasat, hogy egy hosszu rés kialakulasat révidebb rések egymasu-
tanjanak képzeli. Ez bioldgiailag helytelen, mert tudjuk, hogy egy hosszabb részszekvencia
beszlrésa vagy torlése egyetlen mutacioval is megtérténhet. igy az alapalgoritmus a hosszu
réseket talzott mértékben biinteti. Ez a felismerés motivalta a kiilonboz8 résbiintetd fligg-
vények bevezetését a bioldgiai szekvenciak elemzésében, melyekben egy k hosszusagu rést
Ok értékkel blintetiink. Példaul az

--AUCGACGUACAG
UAGUC---AUAGAG

illesztés stlya g, + W(G < A) + g3 + W(A « G) + W(G « C).

Tovabbra is azt a minimalis sulyd mutécidsorozatot keressiik, amely az egyik szekven-
ciat a masikba alakitja. A dinamikus programozasi algoritmus abban kiilénbozik az el8z6 al-
goritmustol, hogy az illesztés végén allhat egy hosszu rés, igy w(a*(A, B;)) kiszamitasahoz
nem csak w(a*(Ai-1, Bj)), w(a* (A, Bj-1)) és w(a*(Ai_1, Bj-1)) ismeretére van szilkség, ha-
nem w(a*(Ai-1, Bj-1))-en kivil minden w(a*(Ax, Bj)), 0 < k < i-re és minden w(a*(A;, B)),
0 < | < j-re. Az el6bhiekhez hasonléan belathato, hogy

w(a" (A, Bj)) = min{w(e"(Ai-1, Bj-1)) + w(bj < &) ,
Mino<k<i{W(a" (A, Bj)) + Gi-«} (13.11)
Mino<i<j{w(a*(Ai, B)) + gj-1}} -
Tovébbra is egy (n + 1)(m + 1)-es dinamikus programozasi tablazat kitoltésével lehet kisza-

mitani egy n és egy m hosszUsagu szekvencia optimalis illesztését. A kezdeti feltételek a
nulladik sorra és oszlopra:

doo = O, (13.12)

do = i, (13.13)
doj = gj- (13.14)
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A téblazat d; j elemének a kiszamitasahoz O(i + j) iddre van szilkség, igy a tablazat kitoltése
— és igy egy optimalis illesztés stlya — @(nm(n + m)) id6 alatt van meg. Egy optimalis il-
lesztést, hasonléan az el6z6 algoritmushoz, a dn b6l a minimalis értékeket ad6 pozicidkon
at a doo-ig vezetd Ut definial.

Ennek az algoritmusnak a futési ideje tehat a szekvenciak hosszanak a kobével ara-
nyos, ha kettd, nagyjabdl egyforma hosszu szekvenciat hasonlitunk éssze. Ha a résbiintetd
fuggvényre bizonyos megkétéseket tesziink, akkor lehet6ség van gyorsabb algoritmusok
konstrualasara. A kovetkez6 két pontban ilyen algoritmusokra mutatunk példat.

13.1.3. Gotoh algoritmusa affin résbiintetéssel

Egy résbiintetd fliggvényt affin fliggvénynek hivunk, ha
gk=ku+v, u=0, v>0. (13.15)

Ilyen résbiintetd fliggvényt alkalmaz a Gotoh-algoritmus, amelynek a futési ideje ®(nm).
Emlékeztet6il, az el8bbi gyors algoritmusban

dij = min{di_yj-1 + W(bj < &); pij; 9ij} . (13.16)

ahol
Pij = min{diwj+0d . (13.17)
dj = min{dij+a}. (13.18)

Az algoritmus a kovetkezd atindexelésen alapul:

pi,j = min{di_1; +01, anligi{di—k,j + Ok}
{di—1-xj + Oks1})
lSer]lEl{di—l—k,j + gk} + U}

= min di—l,j + 01, pi_lyj + U} . (13.19)

= min{di_1j + g1, min
i-1j+ 01 TN,

{
= min{di_yj + 01,
{

Es hasonléan
0i.j = min{di j-1 + g1, Gij-1+U}. (13.20)

Igy pij és g;j konstans idd alatt kiszamithato, ezekbdl pedig d; j is konstans id6 alatt kisza-
mithato, a tablazat minden elemére. igy az algoritmus futasi ideje ®(nm) marad, és maga
az algoritmus csak egy konstans faktorral lesz lassabb, mint az alapalgoritmus, amely nem
enged meg hosszu réseket egyetlen mutacios lépésben.

13.1.4. Konkdv résbiintetés

Az affin résbiintetd fuiggvény helyességére nincs semmilyen biol6giai magyarazat, elterjedt
hasznalatat (példaul Clustal-W) a hozz4 tartozé gyors algoritmusnak kdszénheti. Meg lehet
szabni azonban egy sokkal realisabb feltételt a résbiintetd fiiggvényre, amelyre Gotoh algo-
ritmusanal egy kicsit lassabb, de az altalanos réshintetd kobds idejli algoritmusnal mégis
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Iényegesen gyorsabb algoritmus Iétezik.

Egy résbintet6 fliggvényt konkavnak neveziink, ha barmely i-re gi;1 — i < gi — gi_1.
Magyaran: a rések névekedését egyre kevéshé buntetjik. Nyilvan, ha a fliggvény egy adott
csucstdl csokkenni kezd, akkor elég nagy résekre negativ stlyokat kapunk. Ezt elkeriilendd,
a fliggvényrdl még fel szoktak tenni, hogy szigordian monoton névekszik, bar algoritmikai
szempontbdl ennek semmi jelent8sége nincs. Empirikus adatok alapjan, ha két szekvencia
d PAM egység 6ta evolvalodott, akkor egy q hosszUsagu beszdras vagy torlés stlya

35.03 - 6.88 logd + 17.02logq (13.21)

ami szintén konkav fuggvény. (Egy PAM egység az az id6tartam, amely alatt a szekvencia
1%-a véltozik meg.)

Konkav résbiintet6 fliggvényekre létezik O(nm(Ign + g m)) idej{i algoritmus. Ez az al-
goritmus az gynevezett el6retekintd algoritmusok csaladjaba tartozik. Az ELGRETEKINTG
algoritmus tetsz6leges résbiintetd fliggvény esetén a kdvetkez6 modon szdmitja ki a dina-
mikus programozasi tablazat i-edik sorat.

EL6reTERINTG(i, M, 0, d, g, W, &, b)

1 forj<1tom
do qufi., j] « dfi. 0] + g[j]
b[i, j] < 0
forj—1tom
doq[i, j] < aufi, j]
d[i, j] < min[q[i, j]. p[i, j1.d[i - 1, j — 1] + w(b; < &)]
> Ennél a 1épésnél feltessziik, hogy p[i, j]-t és d[i — 1, j — 1]-et mar kiszamoltuk.
for j« jitom >Bels6 ciklus.
do if qa[i, ja] > d[i, j]+9[j1 — ]I
then qu[i, ja] « d[i, j1+9[j1 - j]
b[i, ju] < ]

N

PO OWoWO~NO Ol W

e

A pszeudokddban g[ ] a réshiintetd fliggvény, b pedig egy pointer, amelynek a jelentése a
késBbbiekben deril ki. A hatodik sorban feltesszik, hogy p[i, j]-t és d[i — 1, j — 1]-et mér
kiszamoltuk. Kénnyen belathato, hogy az ELSRETEKINTG algoritmus pontosan ugyanazokat
az 6sszehasonlitasokat végzi, mint az eredeti dinamikus programozasi algoritmus, csak mas
sorrendben. Mig az eredeti algoritmus a sor j-edik pozicidjaba érkezve megnézi, hogy mi
lehet az optimalis q; j, addig az EL6rReTEKINTG algoritmus a j-edik pozicibba érve g; -t mar
meghatarozta, viszont megnézi, hogy ennek a pozicidnak az értékéhez a konkav réshiintet
értékeket hozzéadva, melyik q; j,-re lehet optimalis (bels6 ciklus). Az aktuélis legjobb jel6lt
g1[i, j1]-ben tarolédik, és mire a j;-edik cellahoz ériink, minden sziikséges ésszehasonlitast
elvégeztiink. Tehat az ELGrReTEKINTG algoritmus nem gyorsabb az eredeti algoritmusnal, de
a koncepcid segit a gyorsitasban.
A gyorsitas alapja a kovetkez6 észrevétel.

13.1. lemma. Legyen j az aktualis cella. Ha
di.j +9j,-j > quli, ja] , (13.22)

akkor minden j, > ji-re
di.j + 9j,-j > Gali, joI - (13.23)
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Bizonyitas. A feltételbdl kdvetkezik, hogy van olyank < j < j1 < jo, melyre

dij +0j-j > dik+ 9j« - (13.24)

Adjunk az egyenl&tlenség mindkét oldalahoz (gj,—k — 9j,-k)-t:

di,j +0j-j T 9jp-k —9j1-k = di,k + Jj,—k - (13.25)

A konkav résbiintetd fliggvény tulajdonsagabol

Ojo-j ~ Gj1-j = Gjo-k — 9ji-k > (13.26)

és ebbdl atrendezve és a (13.25) egyenletet felhasznalva :

dij+09j-j = dij+ 9j-j + Gjpk = Gjs—k = dik+ Gjpkc » (13.27)

amibdl mar kozvetlenil adodik az allitas. [

Tehat az algoritmus 6tlete az, hogy binarisan keressiik meg azt a poziciét, ahonnan fe-
lesleges Gsszehasonlitasokat végezni, mert az adott pozicié biztosan nem adhat optimalis
di,j értéket azon tul. Ez azonban még mindig nem elég az algoritmus kivéant gyorsitasahoz,
legrosszahb esetben ugyanis még igy is ®(m) értéket kellene feltlirni minden egyes pozici-
onal. Az el6z8 észrevétel egy kdvetkezménye azonban mar elvezet a kivant gyorsitashoz.

13.2. kovetkezmény. Miel6tt a j-edik cella jel6lteket kiildene el6re az algoritmus belsd cik-
lusaban, a j-edik pozici6tél a pozicidk blokkokra oszthaték, minden blokknak a b pointere
ugyanakkora, és ezek a pointer értékek blokkonként csokkennek balrél jobbra haladva.

Az algoritmus pszeudokddija a kdvetkez6.
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ELGRETEKINTG-BINARISKERESG(i, M, g, d, g, W, a, b)

1 (pn[]. p[i, 0], b[i, 0]) « (0,m, 0)

2 forj—1tom

3 doqli, j] « q[i. b[i, pn[i]]] + g[j - bfi. pn[i]]]
4 d[i, j] < min[q[i, j]. p[i. j1.d[i - 1, j — 1] + w(b; — a)]

5 > Ennél a 1épésnél feltessziik, hogy p[i, j]-t és d[i — 1, j — 1]-et mar kiszamoltuk.
6 if p[i, pn[i]] = j

7 then pn[i] < pn[i] -1

8 if j+1 <mé&sd[i,b[i,0]] + g[m — b[i, 0] > dIi, j1+g[m - j]

9 then pn[i] < 0

10 b[i,0] « j

11 elseif j+1<m

12 then Y « maxo<x<pnpip {XId[i, b[i, XT] + g[p[i, X] - b[i, X]]
< pli, j1 + glp[i, X] - I}

13 if d[i, b[i, Y]] + g[p[i, Y] - b[i, Y]] = p[i, jT+g[p[i. X] - j]

14 then (pn[i], b[i, Y]) < (Y, ))

15 else E « p[i, Y]

17 if Y < pnli]

18 thenB « p[i,Y +1] -1

19 elseB« j+1

20 pn[i] « pn[i] +1

21 b[i, pn[i]] < j

22 p[i, p[i]] < maxgx<e{XId[i, j]+g[X — j] < d[i, b[i, Y]] + g[x — b[i, Y]]}

Az algoritmus a kovetkezdképpen miikodik (I&sd ELORETEKINTG-BINARISKERESG): min-
den sorra fenn kell tartani egy valtozot, amely az aktualis blokkok szamat tarolja. Minden
blokkra csak egy pointert tartunk fenn, kell késziteni a blokkok végeinek egy csokkené lis-
tajat, valamint ezzel parhuzamosan a blokkok kdz6s pointereinek egy listajat. A lista hossza
értelemszer(en a blokkok szamaval egyezik meg. Ezutan binaris kereséssel megkeressiik
azt az utolso pozicidt, amelyre az aktualis pozicié még optimalis jeléltet ad. Ezt gy tessziik
meg, hogy el8szor kivalasztjuk a blokkot, majd a blokkon beliil keressiik meg a poziciot.
A blokkok szama eggyel tdbb, mint ahany blokk maradt az Gj blokkvég utan. A binaris ke-
resés madjabol adodoan ezt mar ismerjiik. VVégil a listat felilirjuk. Elég egyetlen értéket
felllirni mindkét listban, a pozicidk listajanak j, utolso értéke a binaris kereséssel meg-
keresett pozicid, a pointerek listajanak az ] utolso értéke pedig az Uj blokk pointerértéke,
azaz az aktualis pozicio. igy minden egyes pozicioban konstans mennyiségeket irunk feliil.
A leginkabb id8igényes rész a binaris keresés, ez O(lgm) id6 minden egyes cellara.

Az oszlopok esetében teljesen hasonldan jarunk el. Egyetlen rész maradt vissza, ami a
teljes algoritmus pontos leirasahoz kell. Ha soronként toltjik fel a dinamikus programozasi
tablazat értékeit, akkor minden egyes pozicidban mas és mas oszlop blokkrendszerét val-
toztatjuk meg. De ez természetesen megtehetd, ha minden egyes blokkrendszert tarolunk.
igy az algoritmus teljes futasi ideje valoban O(nm(lgn + Ig m)).
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13.1.5. Két szekvencia hasonlésdga, Smith-Waterman algoritmus

Két biologiai szekvencianak nem csak a tavolsagat, de a hasonldsagat is mérni tudjuk. Két
karakter hasonlésagara, S (a, b)-re, a leggyakrabban hasznalt hasonlésagi fiiggvény az Ggy-
nevezett log-odds:

(13.28)

S(a,b)zlog( Pria, b) )

Pr{a} Pr{b}

ahol Pr{a, b} a két karakter egydittes valoszin(isége, Pr{a} és Pr{b} pedig a marginalis va-
lészinliségek. A hasonlosag pozitiv, ha Pr{a,b} > Pr{a}Pr{b}, egyébként meg negativ. A
hasonldsagi értékeket empirikus adatokbol hatarozzék meg, aminosavak esetében a legis-
mertebbek a PAM és a BLOSUM hasonldsagi matrixok.

Ha a beszlrasokat és torléseket negativ értékekkel biintetjik, akkor az el6bbi alfejeze-
tekben megadott algoritmusok hasonlésagokkal ugyanigy miikodnek, csak minimalizalas
helyett maximalizalni kell.

Hasonldsag alapu értékeléssel azonban lehet egy specialis problémat definialni, a ma-
ximalis lokalis hasonlésag problémajat, vagy mas néven a lokalis szekvenciaillesztés prob-
lém4jat: adott két szekvencia, egy hasonldsagi matrix és egy résértékelési séma, a feladat
az, hogy adjuk meg a két szekvencia két olyan részstringjét, amelyek hasonlésaga maxi-
malis, valamint adjunk meg egy ilyen illesztést is. A részstring egy szekvencia szomszé-
dos karakterekb6l allo részszekvenciajat értjik. A probléma bioldgiai motivaciodja az, hogy
a biologiai szekvencidk egyes részei lassan, mig mas részek gyorsabban evolvalodnak. A
lokalis szekvenciaillesztés a legkonzervativabb részt talalja meg, a legelterjedtebb felhasz-
nalasa az adatbazisokban valo keresés. Ugyanis a lokalis illesztésh8l szarmazo hasonlésagi
érték hatékonyabban tudja elkiloniteni a homolog és nem homoldg szekvenciékat, ugyanis
a statisztikat nem rontjak le a valtozé szakaszokbdl adddo6 negativ értékek.

A Smith-Waterman algoritmus a kdvetkez6képpen miikodik: A kezdeti feltételek a nul-
ladik sorra és oszlopra:

doo=dip=dgj=0. (13.29)

A dinamikus programozasi tablazat kitdltése linearis résbintetés mellett;
dij = max{0; di—1j-1 + S (&, bj),di—1j + g; dij_1 + 0} . (13.30)

Itt a g réshiintetés most negativ érték. A tablazat kitdltése utdn megkeressiik a tablazat leg-
nagyobb értékét, ez lesz a lokalisan legjobb illesztés hasonlésaga, majd innen az optimalis
értékeket add cellakon at haladunk vissza a 0 értékig, ez a visszakeresés adja meg az illesz-
tést, hasonl6an a tvolsag alapi médszerekhez.

Koénny( bizonyitani, hogy az igy megadott illesztés lokalisan a legjobb lesz: ha az il-
lesztést a vége fel6l ki tudnank Ugy terjeszteni, hogy az illesztés értéke az aktualis illesz-
tésnél nagyobb legyen, akkor lenne nagyobb érték a dinamikus programozasi tablazatban.
Ha az illesztés elejét lehetne megtoldani egy pozitiv érték( illesztéssel, akkor a dinamikus
programozasi tablazatban nem 0 szerepelne a lokalis illesztés kezdeténél.

13.1.6. Tébbsz6rds szekvenciaillesztés

Kett6nél tobb szekvencia egyszerre térténd illesztését elészor Sankoff ismertette. Az els6
alkalmazasa egy lokalis optimalizalas haromszoros illesztéssel volt, mellyel egy binaris fa
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belsd csucsaira adtak meg konszenzus szekvencidkat. Mara a bioinformatika egyik kulcskér-
désévé valt a gyors és adekvat tébbszords szekvencia illesztés, Dan Gusfield a bioinforma-
tika Szent Graljanak nevezi. Ma a tdbbszérds illesztés egyforman elterjedt az adatbazisok-
ban vald keresésre, valamint evolUcids leszarmazasok vizsgalatara. Segitségével meg lehet
talalni egy szekvencia csalad konzervativ régioit, azokat a poziciokat, amelyek az adott fe-
hérjecsalad funkcionalis tulajdonsagat kialakitjak. Arthur Lesk szavaival: Amit két homoldg
szekvencia suttog, azt egy tobbszords illesztés hangosan kialtja.

A t6bbszoros illesztés egymas ala irt k-asait illesztett k-asoknak hivjuk. A tdbbszérés
illesztés dinamikus programozasi algoritmusa egyszer(i altalanositasa a paronkénti illesz-
tés algoritmusanak: k szekvencia illesztéséhez egy k dimenzi6s dinamikus programozasi
tablazatot kell kitolteni. A tablazat minden egyes elemének a kiszdmitasahoz ismerni kell
azokat az elemeket, amelyeknek valahany indexe eggyel kisebb, ha nem engediink meg
tBbbszoros réseket, és a koordinatatengelyekkel parhuzamos hipersikok minden kisebb in-
dex{i elemét, ha tébbszoros réseket megengediink. igy ezen algoritmusok memoériaigénye k
darab, egyenként n hosszlsagu szekvencia esetén @(nX), szamolésigénye pedig @(2%n¥), ha
linearis résbiintetést alkalmazunk, és ®(n%1), ha tetsz6leges réshiintetést alkalmazunk.

A tdbbsz6ros szekvencia illesztéssel két alapvetd probléma van. Az egyik algoritmusel-
méleti probléma: a pontos megoldashoz szilkséges id6 a szekvenciak szdmaval exponenci-
alisan nd. Bebizonyitottak, hogy a tobbszoros illesztés NP-teljes probléma. A masik me-
todikai probléma: nem vilagos, hogyan kell értékelni egy tobbszords illesztést, ha tobb
faj leszarmazasi sorrendjére vagyunk kivancsiak. Objektiv értékelési lehet6ség csak akkor
adddna, ha ismernénk a leszarmazasi viszonyokat, ekkor lehetne egy evolicios fa mentén
értékelni egy tobbszoros illesztést.

Mindkét problémara heurisztikus megoldast ad a fa mentén vald iterativ paronkénti il-
lesztés. Ez a modszer el&szor egy Ugynevezett vezérfat allit elé paronkénti tavolsagokbol ki-
indulva (ilyen fakészité mddszerekkel talalkozhatunk példaul a 13.5 alfejezetben), majd ezt
hasznélja fel tobbszords illesztésre. EIGszor a fa alapjan szomszédos szekvenciakat illeszti,
majd a mar illesztett szekvencia parokhoz, harmasokhoz stb. illeszti az Gjabb szekvenciakat,
szekvencia parokat, harmasokat, sth. Ggy, hogy a mar illesztett szekvenciak illesztett k-asait
nem lehet megbontani, csak egy csupa rés jelekbdl all6 oszlopot beilleszteni. igy k — 1 pa-
ronkeénti illesztéssel kapjuk meg k szekvencia tobbszoros illesztését. Sokszor a mar illesztett
szekvenciakat csak egy Ugynevezett profillal abrazoljak. Egy profil egy (2| + 1) x I-es tab-
lazat, ahol | az illesztés hossza. Az egyes oszlopokban az adott pozicioju illesztett k-asrol
készilt statisztika talalhatd. Az egyes értékek azt mutatjak, hogy az abécé adott betije hany
szazalékban szerepel az illesztés adott illesztett k-asaban. Az oszlop utols6 helyén a rés jel
széazalékos el6fordulésa talalhaté.

Természetesen a kapott tébbszords illesztés felhasznalhato egy Ujabb fa készitésére,
amibdl egy Ujabb illesztés generalhato, és ezt a ciklust addig lehet ismételni, ameddig az
Ujabb iteracié mar nem hoz valtozast az illesztésben. A mddszer magyarazata az a feltétele-
zés, hogy a kdzeli szekvencidk optimalis paronkénti illesztése ugyanaz, mint amit az opti-
malis tobbszoros illesztésh6l kapunk. A moédszer hatranya az, hogy még ha az elébbi felté-
telezés igaz is, akkor is lehet tobb egyforman optimalis illesztés, és ezek szdma is exponen-
cidlisan néhet a szekvencia hosszaval. Példaul tekintsiik az AUCGGUACAG és az AUCAUACAG
szekvenciak alabbi két optimalis illesztését:

AUCGGUACAG AUCGGUACAG
AUC-AUACAG AUCA-UACAG
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A péronkénti illesztésben a kett6 kdzll nem tudunk vélasztani, viszont a tdbbszoros illesz-
tésben az egyik mér jobb lehet a mésiknal. Példaul ha ezekhez a szekvencidkhoz illesztjiik
az AUCGAU szekvenciat, akkor a két paronkénti optimalis illesztésh6l kiindulva a kévetkez6
két, lokalisan optimalis illesztést kapjuk:

AUCGGUACAG AUCGGUACAG
AUC-AUACAG AUCA-UACAG
AUCGAU- - - - AUC-G-ATU- -

melybdl a baloldali val6ban globélisan optimalis, a jobboldali azonban csak lokalisan opti-
malis.

igy az iterativ illesztés csak egy lokalis optimumot hataroz meg. Tovabbi hatranya en-
nek a heurisztikus eljarasnak az, hogy nem képes egy fels6 becslést adni arra nézve, hogy a
kapott illesztés sulya legfeljebb hanyszorosa az optimalis illesztés sulyanak. Mindezek elle-
nére ez a maédszer a leginkabb elterjedt a gyakorlatban, mert viszonylag egyszer(i és gyors,
és altalaban biologiailag helyes eredményt ad.

Meg kell emliteni egy Gj heurisztikus modszert a tobbszords illesztésre, amelyik nem
dinamikus programozéson, hanem moh¢ algoritmuson alapszik. A DiAlign rés-mentes ho-
moldg részeket keres szekvencidk paronkénti dsszehasonlitasaval. A kapott részstringek
résmentes illesztéseit hivjuk kiadtléknak, hiszen a dinamikus programozasi tablazatban az
ezeknek az illesztéseknek megfeleld utak atlésan helyezkednek el. Innen ered a modszer
neve is; Diagonal Alignment. Ezutan a homolég parokat moh6é maédon fiizi dssze tébb-
szoros illesztéssé. Az atlokat egy heurisztikus mddszer szerint értékeljik az alapjan, hogy
mekkora hasonl6sagi értékeket kap az adott 4tl6, illetve milyen hasonlésagi értékd atlokkal
nem kompatibilis az adott atl6. Két atl6 akkor nem kompatibilis, ha nem szerepelhetnek
egy kozos (tobbszoros) illesztésben. Az atlokat az értékelésiik alapjan sorrendbe rakjuk,
majd kivalasztjuk a legnagyobb érték(it. Ezutan téréljik a listabol az 6sszes olyan atlot,
amely nem kompatibilis a kivalasztott &tldval, majd kivalasztjuk a megmaradt atlok kozil
a legnagyobb értékdit, és igy tovabb, amig van kivalaszthato atl6. A tébbszoros illesztést a
kivalasztott atlok unidja adja, amely nem feltétleniil fedi le a megadott szekvencidk 6sszes
karakterét. Azon karakterek, amely egyetlen kivalasztott atléban sem fordulnak el6, ,,nem
illeszthet8” minBsitést kapnak. Bar a médszer hatranya az, hogy néha indokolatlanul nagy
réseket tesz a t6bbszoros illesztésbe, mivel egyaltalan nem biinteti a réseket, a DiAlign a
gyakorlatban az egyik legjobb heurisztikus algoritmusnak bizonyult.

13.1.7. Memériaredukeié Hirschberg algoritmusaval

Ha két szekvencianak csak a tavolsagat vagy hasonlosagat akarjuk megadni, de egy optima-
lis illesztésliket nem, akkor linearis vagy aftin résbiintetés esetén ezt nagyon kénnyi linearis
memoriaigénnyel megtenni. Vegyiik észre ugyanis, hogy a dinamikus programozasi tabla-
zatban mindig csak a megel6z8 sorra van szilkségiink, a korabbi sorokat elfelejthetjiik. Ha
azonban egy optimalis illesztést is meg akarunk adni, akkor szlikségilink van a teljes tab-
lazatra. Ha a tablazatot Ujra és Gjra kitdltve adjuk meg az optimalis illesztéshez sziikséges
informéciodkat, akkor meghatarozhatjuk ezt linearis memoriaigénnyel, de ekkor a szamolasi
id6 ndvekszik meg a szekvencik hosszaval kdbos méretiire.

Meg lehet adni azonban egy olyan algoritmust is, amely négyzetes idében és linedris
memoriaigénnyel hatdrozza meg két szekvencia optimalis illesztését, ez Hirschberg algo-
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ritmusa, amelyet linearis réshiintetés és tavolsag alapu illesztés esetére mutatunk be.

Az algoritmus bemutatasahoz bevezetjik egy szekvencia tetsz6leges szuffixének a jel6-
lését, AK jeldli az A szekvencia aw.1-gyel kezd6d6 szuffixét, azaz a (k + 1)-edik karaktertdl
a szekvencia végéig terjed6 stringet.

Hirschberg algoritmusa el6szor Ajay2j-re és B-re hajt végre egy dinamikus programo-
zasi algoritmust, a fentebb vazolt linearis memoriaigénnyel (azaz mindig csak az aktualis és
az el6z8 sor értékeit tarolja), valamint egy hasonl6 dinamikus programozasi algoritmust az
AUA7Z megforditottjan és a B szekvencia megforditottjan.

A két dinamikus programozas alapjan tudjuk, hogy mi Aya;2 és B tetsz6leges prefixe
optimalis illesztésének az értéke, valamint A/ ¢és B tetsz6leges szuffix optimalis illeszté-
sének az értéke. EbbSl mar meg tudjuk mondani, hogy mi lesz A és B optimalis illesztésének
az értéke,

mjin (W (Agaya. B))) + wia (A3, Byl (13.31)

és a szamolashdl adodik, hogy az optimalis illesztesben Agay,2) Bj azon prefixevel van il-
lesztve, melyre

w(a" (Agayz, B)) +w(a” (AN, BY)) (13.32)
minimalis.

Mivel a linearis memériaigényd dinamikus programozasban is ismerjik a dinamikus
programozasi tablazat utolso el6tti sorat, meg tudjuk mondani, hogy aya2) és aayz+1 il-
lesztve van-e B szekvencia valamely karakterével, vagy az optimalis illesztésben ezen ka-
rakterek torl6dtek. Az is megéllapithat6 a dinamikus programozasi tablazat utolso két-két
sorabol, hogy tortént-e a B szekvencia valamely karaktereinek a beszdrasa ayay2) €s apjay2j+1
kozé.

igy az optimalis illesztésnek legalabb két oszlopat hataroztuk meg. Ezutan Apaz-1-re
és B fennmarado prefixére valamint AIA/Z+1re és B fennmarad szuffixére ugyanigy jarunk
el, azaz mindkét szekvenciaparra két linearis memoriaigény(i dinamikus programozast vég-
ziink el. Ennek eredményeképpen az A szekvencia negyedénél és haromnegyedénél kapunk
meg az optimalis illesztésb8l minimum két-két oszlopot. A kivetkezd iteraciéban a negye-
delt szekvenciakra végezzilk el a fenti eljarast, és ezt folytatjuk addig, amig az optimalis
illesztés dsszes oszlopat meg nem kapjuk.

Nyilvanval6, hogy a memdriaigény a szekvenciak hosszaval csak linearisan né. Meg-
mutatjuk, hogy a szdmolasi igény tovabbra is ®(nm), ahol n és m a két szekvencia hossza.
Ez abbdl adddik, hogy minden egyes iteraciéban legfeljebb feleannyit szamolunk, mint az
el6z6 iteracidban. Ugyanis egy A és B szekvenciaparra egy Iépésben |A| x |B| mennyiséget
szamolunk, a kdvetkez6 lépésben viszont csak (JA|/2) x j* + (JAl/2) x (|B| — j*) mennyisé-
get, ahol j* az a pozici6, melyre a (13.31) képletben minimalis értéket kapunk. Igy a teljes
szamolasi igény

N =

nmx(1+ +%+~-~)=®(nm). (13.33)

13.1.8. Memériaredukcié saroklevagdssal

A dinamikus programozasi algoritmus egyre hosszabb és hosszabb részszekvenciak illesz-
tésével jut el a teljes szekvenciak illesztéséig. Ez az algoritmus gyorsabbé tehet, ha sikeril
kisziirni a részszekvenciak olyan rossz illesztéseit, amelyek biztosan nem vezetnek a teljes
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szekvencidk egy optimalis illesztéséhez. Az ilyen illesztéseket a dinamikus programozasi
tablazat jobb felsd, valamint a bal alsé sarkaban talalhat6 pozici6kbol a minimalis értékeket
ado pozicidkon &t a dgo-ba mené iranyitott utak adjak meg, innen ered a technikanak az
elnevezése.

A legtdbb ilyen algoritmus egy Ugynevezett teszt értéket haszndl. Ez a teszt érték egy
el6re megadott felsé korlatja a két szekvencia evollcids tavolsaganak. A teszt értéket hasz-
nalo algoritmusok akkor tudjak a két szekvencia tavolsagat kiszamitani, ha a megadott teszt
érték valéban nagyobb a szekvenciak tavolsaganal. Ellenkez esetben az algoritmus nem jut
el a jobb alsé sarkig, vagy ha eljut, az itt kapott érték hibas, nem egyezik meg az optima-
lis illesztés stlyaval. igy ezek az algoritmusok adatbazisokban valé keresésre alkalmasak,
amikor egy adott szekvenciahoz hasonl6 szekvenciékat kell kigy(ijteni egy adatbazisbdl. A
megadott teszt érték az a felsd hatar, amelyiknél kisebb tavolsagot adé illesztéseket kell
megkeresni az adatbazisbol.

Az aldbbiakban két algoritmus leirasat kdzoljiuk. Spouge algoritmusa altalanositasa
Fickett, valamint Ukkonen algoritmusainak. A masik algoritmus Gusfieldtél szarmazik,
amely példa olyan algoritmusra, amely a szekvenciak tavolsaganal kisebb teszt értéknél
is eljut a bal alsé sarkig, de ekkor a kiszdmitott tdvolsag nagyobb a megadott teszt értéknél,
és ez jelzi, hogy a meghatarozott tavolsag valészin(leg pontatlan.

Spouge algoritmusa csak azokat a d; ; matrix elemeket szamolja ki, amelyekre teljesul,

hogy
dij+I(n-i-(m-jlg<t, (13.34)

ahol t a teszt érték, g az rések buntetése (hosszu rések nincsenek megengedve), n és m pedig
a szekvenciak hossza. Az 6tlete az algoritmusnak az, hogy barmely Gt d; j-b6l dnm-be lega-
labb [(n — i) — (m — j)| x g értékkel néveli meg az illesztés stlyat. igy, ha t legalabb akkora,
mint a szekvencidk tavolsaga, Spouge algoritmusa pontosan hatdrozza meg a szekvenciak
tavolsagat. Ez az algoritmus altalanositasa Fickett, ill. Ukkonen algoritmusainak. Azok az
algoritmusok szintén teszt értéket tartalmazo6 egyenl6tlenségeket hasznaltak, de Fickett al-
goritmusaban az egyenl6tlenség

dij<t, (13.35)

mig Ukkonen algoritmuséaban az egyenl&tlenség
li—jlg+I(n-i)—(m-jlg<t (13.36)

alaku. Mivel mindkét esetben az egyenl6tlenség bal oldala nem nagyobb, mint Spouge
egyenlétlenségének a bal oldala, ezért ezek az algoritmusok legalabb akkora részét szamol-
jék ki a dinamikus programozasi tdblazatnak, mint Spouge algoritmusa. Empirikus eredmé-
nyek igazoljak, hogy Spouge algoritmusa valéban gyorsabb. Az algoritmus kiterjeszthetd
konkav réshiintetd fliggvényekre is.

A k-eltérés( globalis illesztés probléma Gusfieldt6l szarmazik, és a kovetkezd kérdést
teszi fel: Van-e két szekvencianak olyan illesztése, amelynek a stlya nem nagyobb k-nal? A
kérdést megvalaszold algoritmus futasi ideje O(kn), ahol n a hosszabb szekvencia hossza.
Az algoritmus 6tlete az az észrevétel, hogy a d, m-b6l doo-ba vezetd, legfeljebb k stlyd utak
nem tartalmaznak olyan d; ; pozici6t, amelyre |i — j| > k/g. Ekképpen az algoritmus csak
azokat a d; ; matrix elemeket szamolja ki, amelyekre (i— j) < k/g, és figyelmen kivil hagyja
a hatarelemek azon de ; szomszédait, amelyekre |e — f| > k/g. Ha van a két szekvencianak
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legfeljebb k sulyu illesztése, akkor dnm < k, és dnm Valoban a szekvencidk tavolsaga, el-
lenkez8 esetben dnm > k. Ez utébbi esetben dn , nem feltétleniil a szekvenciak tavolsaga:
elképzelhetd, hogy van olyan illesztés, amelyre az ezt meghataroz6 Gt kilép az |i — j| < k/g
egyenl&tlenség altal definialt savbol, és az illesztés stlya mégis kisebb, mint a meghataro-
zott sdvban halado legkisebb sulyu illesztés.

A sarokvagasi technikat kiterjesztették olyan tobbszords illesztésekre is, ahol egy il-

lesztett k-ast a paronkénti dsszeg sémaval értékeliink, azaz

k-1 Kk
SPi= ) > d(pu pi) » (13.37)
i=1 j=i+1

ahol SP, az I-edik illesztett k-as értékelése, d(,) a = U {—} halmazon definialt tavolsagfugg-
vény, k az illesztett szekvenciak szdma, p; ; pedig a profil i-edik soranak j-edik eleme. Egy
szekvencia I-szuffixe az (I + 1)-edik bet(itél a szekvencia végéig terjedd részstring. Jeldljik
wi j(1, m)-lel az i-edik és a j-edik szekvencia I- illetve m-szuffixének a tavolsagat. Carillo és
Lipman algoritmusa csak azokat a pozicidkat szamolja ki, amelyekre

k-1 k
Aiyig, o+ ) Y Wigij, ) <t (13.38)
=1 1=j

ahol t a teszt érték. Az algoritmus helyességét az bizonyitja, hogy a szekvenciak még nem
illesztett szuffixeinek a paronkeénti 6sszeg sémaval adott optimalis illesztésének a sulya nem
lehet kisebb, mint a paronkénti illesztésb6l ad6do sulyok 6sszege. A wi j(1, m)-ek a paron-
kénti illesztésekb&l szdmithatdk, igy az algoritmus a gyakorlat szamara elfogadhat6 id6 alatt
ki tudja szamolni hat darab 200 hosszlsagu szekvencia optimalis illesztését.

Gyakorlatok
13.1-1. Mutassuk meg, hogy egy n és egy m hosszUsagu szekvencia esetén a lehetséges
illesztések szama

min(n,m) (n rm— i)'

Zs (- (m-plit

13.1-2. Adjunk meg egy olyan értékelést és szekvenciak olyan sorozatat, amelyekre az op-
timalis illesztések szama exponencialisan n6 a szekvencidk hosszaval.

13.1-3. Adjuk meg Hirschberg algoritmusat tdbbszords szekvenciaillesztésre.

13.1-4. Adjuk meg Hirschberg algoritmusat affin résbiintetd fliggvények esetén.

13.1-5. Adjuk meg a Smith—Waterman algoritmust affin résbiintetésekre.

13.1-6. Adjuk meg a Spouge-féle saroklevagasi technikat affin résbiintetésekre.

13.1-7. Két szekvencianak egy tdbbszoros illesztésiikbdl levezetett paronkénti illesztése
a kovetkez6: kivagjuk a tdbbszoros illesztéshol a két szekvenciara vonatkozo sort, ezeket
egymas ala irjuk, majd elhagyjuk a csupa rést tartalmazé sorokat. Adjunk példat harom
szekvencia olyan optimalis illesztésére, melyb6l valamelyik két szekvenciara levezetett pa-
ronkeénti illesztés nem a két szekvencia optimalis paronkénti illesztése.
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13.2. Algoritmusok fakon

Az aldbb ismertetésre ker(il§ algoritmusok gyokereztetett fakon dolgoznak. A dinamikus
programozas a gyokereztetett részfakon torténd visszavezetéssel torténik. Mint latni fogjuk,
nem csak optimalis eseteket hatarozhatunk meg, hanem ugyanakkora futési id6 alatt algebrai
kifejezéseket is meghatarozhatunk.

13.2.1. A takarékossdgi elv kis probléméja

A takarékossagi (parszimonia) elv a biolégiai szekvenciak valtozasat minél kevesebb szamu
mutécidval akarja leirni. Az alabbiakban csak cserékkel fogunk foglalkozni, azaz adottak
egyenld hosszu biolégiai szekvenciak, és a feladat az, hogy adjuk meg a leszarmazasi kap-
csolataikat a takarékossagi elv alapjan. Definialhatjuk a takarékossagi elv kis és nagy prob-
lIém4jat. A nagy probléméaban ismeretlen az evollcids torzsfa topologidja, amely mentén a
szekvenciak evolvalodtak, a feladat ennek a topolégianak a megkeresése, valamint ezen egy
legtakarékosabb evollcids térténet megkeresése. Az igy kapott megoldas tehat nem csak
lokalisan — az adott topoldgiara nézve — lesz optimalis, hanem globalisan is. Megmutathatd,
hogy a takarékossagi elv nagy problémaja NP-teljes probléma.

A kis problémaban adott egy gyokeres fa topoldgia, és a feladat az, hogy keressiink
egy legtakarékosabb evolucios torténetet ezen fa mentén. Az igy kapott megoldas lokalisan
optimalis lesz, de nincs garancia a globalis optimumra nézve. A szekvenciak minden egyes
pozicidjahoz egymastol fiiggetlentil kereshetjik meg a legtakarékosabb térténetet, igy elég
azt az esetet megoldani, amikor a fa minden egyes levelén csupan egy karakter van megadva.

Ekkor egy evolucios torténetet a fa belsd cstcsaihoz rendelt karakterekkel jellemez-
hetiink. Ha két szomszédos cstcson ugyanazt a karaktert latjuk, akkor a takarékossagi elv
alapjan nem tortént mutacié a két cstcsot 6sszekot6 él mentén, egyébként meg egy mutacio
tortént. A naiv algoritmus végignézi az 6sszes lehetséges hozzarendelést, ami nyilvan lassu,
hiszen a lehetséges cimkézések szama exponencialisan ndvekszik a fa leveleinek szdmaval.

A dinamikus programozas a részfakon torténd visszavezetéssel torténik (Sankoff algo-
ritmusa). Most részfan csak azokat a részfakat értjik, amelyek egy belsg cstcsot, mint gyo-
keret tartalmaznak, és minden olyan cstcsot, amely az adott gydkeér alatt van. Igy a részfak
szama pontosan a belsd cstcsok szamaval egyezik meg, és ezért egyértelmien beszélhetiink
egy adott pont altal definialt részfardl. Feltesszik, hogy egy adott r gyoker(i részfa esetén
ismerjiik r minden t gyerekére és w karakterre azt, hogy a t gyereke altal definialt rész-
fan minimum hany mutacio sziikséges, ha a t cslcsban w karakter talalhato. Jeldljik ezt a
szamot mq ,-val. Ekkor

Mrw= > MMy + du0) (13.39)
ep() 7

ahol a D(r) r gyerekeinek a halmaza, X a lehetséges karakterek halmaza, 6., pedig 1 ha
w = o és 0 egyébként. A (13.39) képlet helyessége abbdl adddik, hogy a megvizsgaltuk az
osszes lehetBséget arra vonatkozéan, hogy r gyerekeihez milyen karaktereket rendelhetiink,
és azt mar ismerjiik, hogy ezen karakterek hozzarendelésekor legalabb mennyi szubsztiticid
sziikséges az adott gyerek alatti részfan.

kere. Egy legtakarékosabb evollciés torténetet a gydkérbdl visszafelé haladva a minimalis
értékeket ado karakterek beirasaval kaphatunk meg. Ehhez természetesen minden r belsd
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csucsra és w karakterre tarolni kell m; ,,-t.

A minimalis mutaciok szaméanak meghatarozasahoz ®(n|x|?) idére van sziikség, ezutan
a legtakarékosabb térténet megkeresése ®(n|Z|) id6t vesz igénybe, ahol n a levelek szama.
A teljes evolucios torténet meghatarozasa ©(nl|Z|?) id6t vesz igénybe, ahol | a szekvenciak
hossza.

13.2.2. Felsenstein algoritmusa

Felsenstein algoritmusaban a bemend adat DNS szekvenciak tobbszoros illesztése. Csak
azokat a poziciokat tekintjik, ahol az illesztésben nincs rés. Feltessziik, hogy az egyes po-
ziciok egymastol fiiggetleniil evolvalodtak, igy egy evollciés folyamat valoszinlisége az
egyes csucsokon tértént események valdszinliségeinek a szorzata. Legyen adva egy fa to-
poldgiaja, amely abrazolja a szekvenciadk leszarmazasi sorrendjét, valamint egy evollcios
modell, amely minden o-ra, w-ra és t-re megmondja, hogy mi annak a valdszinlisége, hogy
o karakter w-va evolvalodik t idd alatt. Ezt f,,(t) jel6li. Valamint ismerjik a karakterek
egyensulyi eloszlasat, amit  jeldl. A kérdés az, hogy mennyi a fa likelihoodja, azaz a fa
val6szin(isége egy adott paraméterhalmaz mellett. Egy adott paraméterhalmaz mellett a fa
likelihoodjanak a kiszamitasat egy adott fa topol6giajan mutatjuk meg (13.1. bra). Elég azt
megmutatni, hogy hogyan kell a likelihoodot egy poziciéra kiszamitani, a fa teljes likeli-
hoodja a pozicidk likelihoodjainak a szorzata. Az adott poziciéra s; jel6li az i-edik csucs
karakterét, v; pedig az j-edik él evollcids ideje, pontosabban a mutacios rata és az id6
szorzata. A belsd pontok allapotait persze altaladban nem ismerjik, ezért minden lehetséges
allapotra dsszegezni kell:

L = Z Z ZZ”SO X fs55(Ve) X fegs, (V1) X fgs,(V2)
% % S S
X o5 (V8) X fys3(Va) X fsgs, (V7) X fs5,(Va) X fs5,(Vs) . (13.40)

Ha négyelem(i dbécét, azaz nukleinsav szekvenciakat tételeziink fel, akkor az 6sszegzés 256
taghol all, n faj esetén pedig 4"-* tagb6l, ami kdnnyen lehet egy tul nagy szam. Szerencsére,
ha az adott valtoz6tdl nem fliggd szorzétényez6ket kihozzuk a szumma jel elé, akkor az
0sszegzés felbomlik egy

L= 7 {Z fm(ves)[fsﬁsl(vl)][stSZ(vz)]}
S Se

X {Z fsos(Ve)[ fass (Va)] [Z f5337(V7)[f37S4(V4)][fs755(V5)]]} (13.41)
S8 S7

szorzatra, aminek a szamitasi igénye joval kisebb. Vegyiik észre, hogy a (13.41) egyenletben
a zarojelezések pontosan leirjak a fa topoldgiajat. Minden 6sszegzés kiilon elvégezhetd, és
ezeket az 6sszegeket szorozzuk dssze, igy a szamitasi id6 lecsokken ®(|X|?n)-re egy pozici-
ora, a teljes fa likelihoodjanak a kiszamitasa ©(|Z|°nl)-re, ahol | a pozicidk szama.

Gyakorlatok
13.2-1. Adjunk algoritmust a sulyozott takarékossagi elv kis problémajara, azaz amikor az
egyes valtozasokat stlyozzuk, és a valtozasok stlyainak az ésszegét akarjuk minimalizalni.
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13.1. bra. A fa, amin Felsenstein algoritmusat bemutatjuk. Az élekre irt v-k az éleken eltelt evoldcios id6t jeldlik.

13.2-2. Az egyes genomok géntartalma kiilonbdzik, egy adott faj valamely génje egy ma-
sik fajbol hianyozhat. A géntartalom valtozasara a legegyszer(ibb modell az, amelyben két
mutéciot kiilonboztetiink meg: egy gén torlédik egy genombdl vagy egy gén megjelenik a
genomban. Adott néhany faj géntartalma, valamint az ezen fajok leszarmazasat bemutato
torzsfa. Adjuk meg azt az evollcios térténetet, amely minimalis szamud mutaciéval irja le az
adott fajok evoliciojat.

13.2-3. Adott szekvenciakra és torzsfara adjuk meg a Maximum Likelihood evolcids tor-
ténetet, azaz a fa belsd cslcsain azokat a szekvenciakat, amelyre a likelihood maximalis.
13.2-4. irjuk fel a takarékossagi elv kis problémajat a (13.40) képlethez hasonl6 alakban
(csak az 6sszegzések helyett minimumok szerepeljenek), és mutassuk meg, hogy Sankoff
algoritmusa tulajdonképpen Felsenstein algoritmusahoz hasonlé atrendezésen alapszik.
13.2-5. Fitch algoritmusa a kdvetkez8képen miikddik. Minden r csucshoz hozzarendeliink
egy karakterhalmazt, C;-t, a levelekhez egyelem{i halmazokat, amelyek az adott levélen ta-
lalhato karaktert tartalmazzak, minden r bels6 cstcshoz pedig

Ntedry Ctv ha Niepry Ct # 0,
Utep(r)Ct egyébként .

Miutan elértink a gyokérhez, a gydkérhez rendelt halmazbdl tetsz8legesen kivalasztunk
egy karaktert, majd lefelé haladva minden egyes belsé cslicsbdl kivalasztjuk ugyanazt a
karaktert, mint amit a felette levé cstcshoz rendeltiink, amennyiben szerepel ez a karakter
az adott halmazban, egyébként egy tetsz6leges karaktert valasztunk. Mutassuk meg, hogy
igy egy legtakarékosabb torténethez jutunk. Mennyi lesz ezen algoritmus futasi ideje?
13.2-6. Mutassuk meg, hogy a 13.2.1. pontban megadott algoritmussal minden lehetséges
legtakarékosabb evollcios térténetet megkaphatunk. Adjunk példat olyan legtakarékosabb
torténetre, amelyet Fitch algoritmusaval nem kaphatunk meg.

13.3. Algoritmusok sztochasztikus nyelvtanokon

Az alébbiakban generativ nyelvtanok sztochasztikus valtozataival fogunk foglalkozni. A
sztochasztikus generativ nyelvtanok kdzponti szerepet jatszanak a modern bioinformati-
kaban. Két nyelvtantipus terjedt el széles korben, a rejtett Markov-modellek leggyakoribb
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alkalmazasi teriiletei fehérjék térszerkezetének joslasa, illetve génkeresés, a sztochasztikus
kornyezetfiiggetlen nyelvtanok pedig az RNS molekuldk mésodlagos szerkezetének josla-
séban jatszanak fontos szerepet.

13.3.1. Rejtett Markov-modellek: elére, hétra és Viterbi algoritmusa

Az aldbbiakban definialjuk formalisan a rejtett Markov-folyamatokat. Legyen adva éllapo-
tok egy véges X halmaza. A halmazban van két kitiintetett elem, a kezd6 és a végallapot.
Az allapotokat két részhalmazra bontjuk, emittalé6 és nem-emittalé allapotokra. Egyel&re
feltessziik, hogy csak a kezd6 és a végallapot nem emittalo. Késébb latni fogjuk, hogy ez a
feltételezés nem tul szigoru (lasd 13.3-3. gyakorlat).

Megadunk egy M transzformacios matrixot, melynek egy m;; eleme megadja az i-b6l
a j allapotba ugras valdsziniiségét, igy értelemszer(ien a matrix nem-negativ, és minden sor
oOsszege 1 (teljes val6szin(iség tétele). A végallapotra a matrix nem tartalmaz sort, a kezd6re
oszlopot.

Megadunk egy X abécét, és minden emittal6 allapotra egy eloszlasfliggvényt az abécé
elemein, amely megmondja, hogy az adott allapot mely val6szin(iséggel melyik karaktert
fogja emittalni amikor a folyamat az adott allapotban van. x! -vel fogjuk jel6Ini annak a
valo6szin(iségét, hogy az i allapot az w karaktert emittalja, feltéve persze, hogy az i alla-
potban van a folyamat. A folyamat a kezdd (START) allapotbdl indul, és a végallapotba
(END) érkezik. A START allapotba ugrani nem lehet. Minden egyes diszkrét id6pontban
a folyamat tovabbhalad, a megadott M matrix szerint. Minden emittalé allapot emittal egy
karaktert, mikor a folyamat az adott allapotban van. A folyamat attol valik rejtetté, hogy
mi csak az emittalt karakterek lancat latjuk, magat a folyamatot nem. Néha el6fordul, hogy
nem vezetiink be kezd6 és végallapotot, ekkor meg kell adni egy kezdeti eloszlast, hogy a
T = 0 id6pontban melyik allapotban vagyunk (azaz melyik &llapot emittal el6szor). Ha-
rom fontos kérdést tehetiink fel, melyeket dinamikus programozasi algoritmussal fogunk
megvalaszolni.

Az els8 kérdésiink a kdvetkezd: adott egy Markov-folyamat, és egy emittalt szekvencia.
Adjuk meg a Markov-folyamaton azt az utat, amelyik az adott szekvenciat emittalta, és a
valészin(isége a legnagyobb.

A kérdéses Ut megtalalasat Viterbi algoritmuséaval oldjuk meg, ami szintén dinamikus
programozasi algoritmus. Szokas szerint Ay jeloli az A szekvencia els6 k karakterébdl allé
szekvenciat, és ay a k-adik karaktert. A dinamikus programozas azon alapszik, hogy ha
ismerjik minden k-ra és i-re a Prmax {Ax, i} Valdszinliséget, azaz az Ay szekvenciat emittald,
és aktualisan az i allapotban végz8d6 utak valdszinlségei koziil a maximalisat, akkor

Pries (Acet, 1} = MaX(Pra [ Ak, 1M, ,) - (13.42)

A képlet abbél adddik, hogy annak a valdsziniisége, hogy egy Ut az adott szekvenciat emit-
talta, egyszeriien a szorzata az egyes ugrasok valdsziniiségének és az egyes emisszidk va-
I6szinliségének. Ha adva van ilyen szorzatok halmaza, amelyekben az utolsé két szorzoté-
nyez6 ugyanaz (jelen esetben mi,,-n;kﬂ), akkor ezek koziil az a maximalis, amelyikben a
tobbi szorzotényez§ szorzata maximalis.

Ha megjegyezziik, hogy az adott Pryax {Aks1, j} Kiszamitasdhoz melyik i-t hasznaltuk
fel, akkor nyomon tudjuk kévetni a maximalis emittal6 Gtvonalat. Az END allapot nem
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emittal, igy az algoritmus befejez&dése
Prax {A} = Proax {A, END} = miax(PrmaX{A, i}mienp) (13.43)
ahol Pryax {A} a legval6szin(ibb Gt valdszinlisége. Ha nincsen végallapot, akkor
Prmax {A} = miax(PrmaX{A, i}) . (13.44)

Ha van START allapot, akkor a folyamat sziikségképpen a START allapothol indul, tgyhogy
Prmax {Ao, START} = 1. Ha nincs start allapot, akkor

Proax (A, j} = pjrl, , (13.45)

ahol p; annak a valosziniisége, hogy a folyamat a j allapotbol indul.

A mésodik kérdésiink a kovetkezd: ha adott egy Markov-folyamat, és egy emittalt szek-
vencia, akkor mi annak a val6szin(isége, hogy az adott Markov-folyamat az adott szekven-
ciat emittalta? Ez a val6szin(iség egyszer(ien az emittald utak val6sziniiségeinek az dsszege.
Mivel azonban a lehetséges emittalé utak szama exponencialisan n6het a szekvencia hossza-
val, a naiv maédszer, miszerint szamoljuk ki minden egyes Ut valészin(iségét, és adjuk ezeket
dssze, nem jarhato.

Dinamikus programozéssal azonban kiszamolhatd a kérdéses valoszin(iség. Ezt a dina-
mikus programozasi algoritmust hivjak Forwarp algoritmusnak, és nagyon hasonlit Viterbi
algoritmusara, csak maximum helyett 6sszegzések vannak benne. A dinamikus programo-
zas azon alapszik, hogy ha ismerjik minden k-ra és i-re a Pr{Ay, i} valdszinlséget, azaz
az Ax szekvenciat emittald, és aktualisan az i allapotban végz6dé utak valésziniiségeinek
Osszegét, akkor

Pr A1, j = ) Pr{AG ik mijmh,,, . (13.46)
i
Az END éllapot nem emittal, igy az algoritmus Pr {A}-t a kdvetkez6képen szamolja ki:

Pr {A} = Pr{A, END} = > Pr{A, i}mienp - (13.47)

A legval6szinlibb emisszié Gtjat ki tudjuk szamolni, és ebbdl megkaphatjuk azt,
hogy a legvalészin(ibb Uton mely karaktert mely allapot emittalta. Azonban ennek
az Gtvonalnak lesznek jobban és kevésbé megbizhaté részei. Ezért érdekl6dhetiink a
Pr{ax-t az i &llapot emittélta | a folyamat az A szekvenciat emittélta} val6szinlség irant is,
ami a harmadik olyan kérdésiink, melyet dinamikus programozéassal valaszolunk meg. Ez a
valészinliség nem mas, mint azon utak valészinlségeinek az dsszege, melyekre az i allapot
bocsatotta ki az ax karaktert, osztva a teljes kibocsatasi valosziniséggel. A kérdéses utak
szama exponencialisan n6het a szekvencia hosszaval, igy a naiv algoritmus, amely meg-
keresi ezen utakat, és egyesével 6sszeadja a valdszinliségeiket, megint csak nem jarhaté a
gyakorlatban.

El6szor is ki kell szamolni annak a valdszindiségét, hogy egy folyamat az Ak szekvenciat
emittalta, feltéve, hogy ay-t a i allapot emittalta, ahol Ak az A szekvencia vége, a k + 1-edik
karaktertdl kezdve. Ezt a Forward algoritmushoz hasonlé Backwarp algoritmussal lehet
megadni. Jel6ljuk Pr {A", i}-vel annak a val6szin(iségét, hogy egy folyamat az AK szekvenciat
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emittalta, feltéve, hogy ax-t a i allapot emittalta. Ekkor

Pr{A¥ if = > (Pr{AFL, jim;xl, ) . (13.48)

i
Jeloljiik a Pr {ax-t az i allapot emittalta | a folyamat az A szekvenciat emittalta} valoszindisé-
get Pr {ax = i|A}-val.

Priac = ilA}Pr{A} = Pr{A A a = i} = Pr{A i} Pr{AX i} , (13.49)

amibol:
Pri{Ag, i} Pr{Ak, i}

Pr{A} ’

Priax = i|lA} = (13.50)

ami éppen a keresett valoszin(iség.

13.3.2. Sztochasztikus kérnyezetfiggetlen nyelvtanok: belilrél, kivilrél és a
CYK algoritmus

Megmutathat6, hogy minden kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan atirhat6 Ugynevezett Chomsky-
féle normalformaba. A Chomsky-féle normalformaban minden levezetési szabaly W, —
WyW, vagy Wy, — a alaku, ahol minden W nemterminalis szimb6lum, a pedig terminalis
szimbdlum. A sztochasztikus kornyezetfiiggetlen nyelvtanokban a levezetési szabalyokhoz
val6szin(iségeket rendeliink és minden nemterminalis szimbdlum lehetséges levezetéseihez
rendelt valészin(iségek dsszege 1.

Legyen adott egy sztochasztikus kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan és egy szekvencia (sz0).
Harom kérdést tehetlink fel, az els6: Mi a szekvencia levezetésének a valdszinlisége, azaz
a lehetséges levezetések val6szinliségeinek az dsszege. A masodik kérdés az, hogy mi a
legval6szin(ibb levezetés, a harmadik pedig az, hogy mi annak a valészin(isége, hogy egy
részszot egy adott Wy nemtermindlisbol kiindulva vezettik le, feltéve, hogy az adott sz6t
vezettik le. Hasonldan a rejtett Markov-folyamatokhoz, az els6 kérdésre két algoritmust
adunk meg, a KiviLrdL, illetve a BeLurrSL algoritmusokat, melyek anal6gok az ELOLRGL,
illetve HAtuLrOL algoritmusokkal. A masodik kérdésre a CYK (Cocke-Younger—Kasami)
algoritmus adja meg a valaszt, amely a Virersr algoritmussal analdg. A harmadik kérdésre
pedig a KiviLrOL és a BELULRGL algoritmusok kozds alkalmazasaval kaphatunk valaszt. A
bemutatasra ker(il§ algoritmusok hasonléak a rejtett Markov-folyamatok algoritmusaihoz,
a futési id6k azonban Iényegesen nagyobbak.

Jeloljik a Wy, — WyW, levezetés valdszinliségét t(y, z)-vel, a W, — a levezetés valo-
szinliségét e,(a)-val. A BELULROL algoritmus minden i < j-re és v-re kiszdmolja az a(i, j, V)
valészin(iséget, ami annak a val6szin(isége, hogy a W, nemterminalisbol levezetjik az a;-t6l
a;-ig terjedd részszot. A dinamikus programozas kezdeti feltételei:

afi,i,v) = ey(@) , (13.51)
minden i-re és v-re. A 6 rekurzio:
M M j-1
ai, jv) = Y. 1> el k yt(y. Dtk + 1, j,2) , (13.52)

y=1 z=1 k=i
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ahol M a nemterminalis szimbolumok szama. A dinamikus programozasi tablazat egy felsd
haromszog matrix minden nemterminalis szimbolumra. A tablazat kitdltése a féatloval kez-
dddik, és innen haladunk a jobb felsé sarok felé, a féatléval parhuzamosan téltve ki a mat-
rixot. A levezetés val6szin(iségét a(1, L, 1) adja meg, ahol L a szekvencia hossza, W; pedig
a kezd6 nemterminalis. Az algoritmus futasi ideje ®@(L3M?3), a memoriaigény @(L>M).

A KiviUrrSL algoritmus minden i < j-re és v-re a 3(i, j, v) szdmokat szdmolja ki, ami

azon levezetések val6szinlisége, melyben az a;-t6l aj-ig terjedd részsz6t Wy, vezeti le osztva
a(i, J,v)-vel, illetve 0, ha a(i, j,v) = 0. Az algoritmus kezdeti feltételei:

AL 1) =1, (13.53)
B, LV)=0 hav#1l. (13.54)

A f6 rekurzio:

M M
LIV = 3D ) alki-Lat(E ek fy)+
y=1 z=1 k=1
M M L
Z Z Z a(j + 1.k 2)ty(v, 2)B(i, k. ) . (13.55)
y=1 z=1 k=j+1

A (13.55) képlet helyessége abbdl adédik, hogy végignézzik az 6sszes lehetdséget, hogy az
a nemtermindlis szimbdélum, amely W,-t levezette, mely részét vezette le a szekvencianak.
Mint lathato, a szdmolashoz sziikségiink van az a-kra, ilyen téren a KiviLrdSL algoritmus
eltér a HaruLroL algoritmustol, amelyet futtathatunk anélkil, hogy az ELG6LRGL algoritmust
alkalmaztuk volna, mig a KiviLrSL algoritmus el6tt mindenképpen le kell futtatni a BeLiL-
rOL algoritmust.

A CYK algoritmus kezdeti értékeinek beéallitasa megegyezik a BELULRGL kezdeti érté-
keinek bedllitasaval, a f6 rekurzio is nagyon hasonlit a BeLULrGL algoritmus rekurzi6jahoz,
csak dsszeadas helyett maximalizalni kell:

amax(i, V) = m§1x max. nkwalxl amax (i, K, (Y, Damax(kK + 1, j,2) . (13.56)
i<k<j-

A legval6sziniibb levezetés valdszin(iségét pedig amax(1, L, 1) adja meg. A legvaldsziniibb
levezetést az optimalis értékeket ado levezetési szabalyokon keresztiil kaphatjuk meg.

Végezetill annak a val6szinliségét, hogy W, vezette le az a;-t6l a;-ig terjed6 részszot,
feltéve, hogy az A szekvenciat vezettiik le,

a(i, j, v)BQ. . v)

LD (13.57)

adja meg.

Gyakorlatok

13.3-1. Areguléris nyelvtanokban a levezetési szabalyok W, — aWy vagy W, — a alaktak.
Mutassuk meg, hogy minden rejtett Markov-folyamat sztochasztikus reguléris nyelvtan, de
nem minden sztochasztikus regularis nyelvtan rejtett Markov-folyamat.

13.3-2. Adjunk meg dinamikus programozasi algoritmust, mely adott sztochasztikus regu-
laris nyelvtanra és A szekvenciara megadja a
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o levezetés valdszin(iségét,
e alegval6szin(bb levezetést,

e valamint annak a valdszin(iségét, hogy a szekvencia egy adott a; karakterét egy adott
levezetési szabaly vezette le.

13.3-3. Egy rejtett Markov-modellben lehetnek Ugynevezett csendes vagy nem kibocsato
allapotok, melyek a rejtett Markov-modell abrazolasat el6segithetik. Mutassuk meg, hogy
minden rejtett Markov-modell, mely csendes allapotokat tartalmaz, atirhaté olyan rejtett
Markov-modellé, amely nem tartalmaz csendes allapotokat, és ekvivalens az eredeti model-
lel, azaz ugyanazon szekvencidkat ugyanakkora val6szin(iséggel bocsatja ki.

13.3-4. A paros rejtett Markov-modellek olyan rejtett Markov-modellek, melyekben az
egyes allapotok nem csak egy szekvenciaba bocsatanak ki karaktereket, hanem kett6be.
Egyes allapotok csak az egyik szekvenciaba, masok csak a masikba, ismét masok pedig
mindkét szekvencidba bocsatanak ki karaktereket. Egy allapot egy lépésben mindegyik
szekvenciaba legfeljebb egy karaktert bocsathat ki. Adjuk meg a paros rejtett Markov-
folyamatok Virersi, ELGRE és Harra algoritmusait.

13.3-5. Viterbi algoritmusaban nem hasznaltuk ki, hogy a tranziciok és a kibocsatasi valo-
szinliségek valoszinliségek, azaz nem negativak és eggyé 6sszegz&dnek. Valamint az algo-
ritmus akkor is miikddik, ha szorzas helyett 6sszeadasok vannak, és maximalizalas helyett
akar minimalizalhatunk is. Adjunk meg egy olyan médositott paros rejtett Markov-modellt
(amelyben a ,,val6sziniiségek” nem feltétlenil nem negativak, és nem feltétlenil ésszeg-
z8dnek eggyé), melyre Viterbi algoritmusa 0sszeadasokkal és minimalizalassal ekvivalens
Gotoh algoritmusaval.

13.3-6. Masodlagos térszerkezetnek nevezzilk az RNS-ek olyan bazisparosodasat, amely-
ben a bazisparosodott nukleinsavakat 6sszekot6, a szekvencia folott haladé ivek nem met-
szik egymast. A lehetséges bazisparosodasok: A—U,U-A,C-G,G-C,G-UésU -G.
Adjunk meg egy dinamikus programozasi algoritmust, amely egy adott RNS szekvenciara
megkeresi azt a masodlagos térszerkezetet, melyben a parosodott nukleinsavak szama ma-
ximalis.

13.3-7. A Knudsen-Hein-nyelvtan levezetési szabalyai:

S — LSIL,
F — dFdLS,
L — sldFd,

ahol minden s terminalis levezetést még helyettesiteni kell az RNS szekvencidk lehetsé-
ges karaktereivel, a dFd kifejezéshen pedig a két d terminalis szimb6lumot helyettesiteni
kell a lehetséges bazisparosodasokkal. Mutassuk meg, hogy adott szekvencia és a leveze-
tések adott valdszin(iségi eloszlasa esetén meg lehet adni egy olyan dinamikus programo-
zasi algoritmust, amely megadja a szekvencia levezetésének a valoszin(iségét, anélkil, hogy
Chomsky-féle norméalformaba irnank at a nyelvtant.
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13.4. Szerkezetek 6sszehasonlitdsa

Az alabbi részben kiilonbdz8 szerkezeteket hasonlitunk éssze dinamikus programozasi al-
goritmusok segitségével. Mint meg fogjuk mutatni, a cimkézett, gyokeres fak illesztésére
hasznalt algoritmus &ltalanositasa a szekvenciak 6sszehasonlitasara hasznalt algoritmusnak.

A rejtett Markov-modellek &sszehasonlitasat végzé algoritmus egy linearis egyenlet-
rendszer megoldasaval adja meg két rejtett Markov-modell egydttes kibocsatasanak a valé-
szin(iségét, azaz annak a val6szin(iséget, hogy két rejtett Markov-modell ugyanazt a szek-
venciat bocsatja ki.

13.4.1. Cimkézett, gyokeres fak illesztése

Legyen X egy véges ABC, £~ = X U {-}, X% = ¥~ x X"\{-, -}. Egy F fa cimkézésén egy
olyan fliggvényt értiink, mely az F fa minden egyes n € Vg cslicsahoz hozzarendeli T egy
karakterét. Ha egy gyokeres fabol kitorliink egy csucsot, akkor a kitodrolt csucs gyerekei a
kitdrolt csucs sziil6jének a gyerekei lesznek. Amennyiben a fa gyokerét téroljik ki, a fa er-
dére esik szét. Legyen A egy gyokeres fa, melynek csticsai X2 elemeivel vannak cimkézve,
az ezt meghatarozo fiiggvény legyen ¢ : Va — X2. Azt mondjuk, hogy A illesztése az F
és G X karaktereivel cimkézett, gyokeres faknak, ha A cimkézéseinek els6 és masodik ko-
ordinatajan vett megszoritasaval, és az igy "’ szimb6lummal cimkézett cstcsok torlésével
rendre az F és G fakat kapjuk vissza.

Legyen adva egy hasonlosagi fuggvény, s : £2 — R. Erre a hasonlésagi fiiggvényre
semmilyen megkdtést nem tesziink, egy karakter lehet akar kevéshé hasonlé 6nmagahoz,
mint egy masik karakterhez. F és G fak optimalis illesztésén egy olyan X2 elemeivel cim-
kézett A fat értlink, melyre

Z s(c(n)) (13.58)

neVa

maximalis. Ezt a fat Ar-vel fogjuk jeldIni. Vegyiik észre, hogy egy szekvencia dbrazolhatd
olyan faként, melynek egyetlen levele van.

A tovabbiakban csak olyan fakkal foglalkozunk, melyekben barmely cstcsnak legfel-
jebb két gyereke van. Az optimalis illesztést megad6 dinamikus programozas a gyokeres
részfakon torténik, ezek azon részfak, melyek a fa egy adott csdcsat, mint gyokeret és ezek
leszarmazottjait tartalmazzak. Az r gyokeér altal meghatérozott részféat t,-rel jeldljik. Egy
fat egy Ures fahoz csak egyféleképen illeszthetiink. Két, a, ill. b karakterekkel cimkézett
levél illesztése csak harom mddon lehetséges: az illesztés vagy egyetlen csicsot tartalmaz,
és (a, b)-vel van cimkézve, vagy két csucsot tartalmaz, ezek kozil az egyik (a, —), a masik
(-, b) cimkézési, és a két csucs kozill az egyik a gydkér, a masik ennek a gyereke. Ez utébbi
két lehetBség ekvivalens a hasonldsagi fliggvény szempontjabal.

Hasonloan, egy levelet egy gyokeres részfaval ugy lehet dsszeilleszteni, hogy az A il-
lesztéshen vagy egyditt van cimkézve a levél karaktere a részfa valamely karakterével, vagy
egy *—’ szimb6lummal van egyutt cimkézve. Ez utdbbi cimkézést tartalmazo csucsot a rész-
faba sokféleképen lehet beszurni, de ezek mindegyike ekvivalens.

Ezutén az inicializacié utan a dinamikus programozasban egyre nagyobb részfakat il-
lesztiink Ossze. Feltehetjuk, hogy t;, illetve ts részfak esetében ismerjuk mar az Ay, ,, Ay, ¢,
Atoter Atter Atuter Atuty At € Ay, illesztéseket, es ezen illesztések értékeit, ahol u és v
cstcsok r gyerekei, x és'y csucsok pedig s gyerekei (amennyiben valamelyik csticsnak csak
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egy gyereke van, akkor természetesen kevesebb részproblémara vezetjiik vissza a problé-
mat). Valamint ismerjuk a ty, ty, tx és ty, faknak az Ures részfahoz valo illesztésének az ér-
tékét is. Legyen r cimkézése a, s cimkézése b. Ezek utan Ay, ;. meghatérozasahoz konstans
sok lehetdséget kell végignézni: vagy az egyik részfa a masik részfaban valamely gyerek-
hez van illesztve, és ekkor a mésik gyerek és a gyokér a -’ szimbdlummal cimkéz6dik az
illesztéshen, vagy r és s sszeilleszt6dik, vagy bar nem illesztédnek dssze, de A, t.-ben az
egyik gyokérnek megfelel6 csiics a gyokér, a masik pedig ennek a gyereke. Ez utdbbi két
esetben a gyerekeket vagy dsszeillesztjiik, vagy nem. Zz 6t lehetséges eset.

Mivel a lehetséges gyokeres részfak szama egyenld a fa cslcsainak szamaval, az opti-
malis illesztés megkereshet6 ®(|F||G|) id6ben, ahol |F| és |G| F és G cslcsainak szama.

13.4.2. Két rejtett Markov-modell egyittes kibocsatdsi valészinisége

Legyen adva két Markov-modell, M; és M,. A két modell egyiittes kibocsatasi val6szin(i-
sége definicié szerint:
C(Ma, Mp) = " Pry, {s} Pru, (s}, (13.59)
S

ahol az 6sszegzés az 6sszes lehetséges szekvencian megy, Pry {s} pedig annak a valészin(-
sége, hogy az M modell az s szekvenciat bocsatotta ki. Azt, hogy a p Ut az s szekvenciét
bocséatotta ki, e(p) = s-sel jeloljuk, egy START allapottdl x allapotig tarté utat pedig [x]-szel.
Mivel a kibocsatasi valdszinliség a lehetséges kibocsatd utak valdszinliségeinek az dsszege,

Z[ > Prml{pl}){ D PrMZ{pz}]

S \pi1eMg.e(p1)=s p2eMa2,&(p2)=s

Prav, {p1} Prwm, {p2}. (13.60)
P1EM1, p2eM2.&(p1)=€(p2)

C(M1, My)

Ez utébbi képletben figyelembe kell venni, hogy egy Utvonalra tdbb lehetséges kibocsatas
van, az 6sszegzések a lehetséges Utvonalak és kibocsatasok egyittesein mennek, az Gtvo-
nal valdszin(iségébe pedig beleértjiik a kibocsatasi valoszinliségeket is. Jeldljik pi-gyel azt
az Utvonalat, amelyet p;-bél kapunk a végallapot elhagyasaval, valamint p;-nek az END;
allapot el6tti allapota legyen x;. (p2-t és xo-t hasonléan definialjuk.) Ekkor

C(Mg, My) My, END, My, END, PTM, {P1} Prv, { P2}

P1EMy, p2eMz.e(p1)=€(p2)
Z Myq, END; My, END,C (X1, X2) (13.61)

X1,X2

ahol my enp az x-b6l az END allapotha ugras valészinlisége, valamint

C(x1, %) = D Py, ([Xa]} Pru, (D]} - (13.62)
[x1]eMy,[xo]eMze([x])=e([x2])

C(x1, X2)-t meg lehet adni a kdvetkez6 képlettel is:

C(xy, x2) = Z My, % My, %,C (Y1, Y2) Z Pr{c|x.} Pr{cixa} , (13.63)

Y1.Y2 o€eX
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ahol Pr{o|x} annak a valdszin(isége, hogy az x; llapot ot bocsatotta ki. A (13.63) képlet
egy linearis egyenletrendszert definial az dsszes x1 és Xo kibocsatd allapotokra. A kezdeti
feltételek:

C(START,START,) = 1, (13.64)
C(START1,X2) = 0, Xp# START,, (13.65)
C(x1,START,) = 0, xq# START:. (13.66)

Azonban a dinamikus programozés a szokasostol eltér6en nem egy tablazat kitoltésével,
hanem a (13.63) képlet altal meghatarozott egyenletrendszer megoldasaval torténik. igy az
egyuttes kibocsatasi valészinliség meghatarozhat6 O ((n1n2)3) id6ben, ahol n;j az M; modell-
ben a kibocsaté allapotok szama.

Gyakorlatok
13.4-1. Adjuk meg két fa lokalis hasonldsagéat, ami a két fa leginkabb hasonl6 részfai il-
lesztésének az értéke. Részfan most a fa tetsz6leges 0sszefliggd részét érjik.
13.4-2. Rendezett fakon olyan gytkeres fakat értiink, melyben minden cstcs gyerekei ren-
dezve vannak. Rendezett fak rendezett illesztése meg6rzi a két fa gyerekeinek a rendezését.
Adjunk olyan algoritmust, amely két rendezett fanak egy optimalis rendezett illesztését adja
meg, és a szdmolasi igénye mind a fak csicsszdmanak, mind a gyerekszam maximalis érté-
kének polinomidlis figgvénye.
13.4-3. Vegylk azt a végtelen dimenzids euklideszi teret, melynek a koordinatai a lehetsé-
ges szekvencidk. Minden rejtett Markov-modell egy vektorral adhaté meg ebben a térben,
a vektor j-edik koordinataja megadja a j-edik szekvencia levezetésének a valdszin(iségét.
Hatarozzuk meg két rejtett Markov-modell altal bezart szdget ebben a térben.
13.4-4. Adjuk meg egy rejtett Markov-modell altal kibocsatott szekvenciak hosszainak ge-
neratorfliggvényét, azaz a

Z pi¢'

i=0

fuggvényt, ahol p; annak a valdszin(isége, hogy a rejtett Markov-modell i hosszlsagu szek-
venciat bocsajt ki.
13.4-5. Adjuk meg egy paros rejtett Markov-modell altal kibocsatott szekvenciak hosszai-
nak generatorfliggvényét, azaz a

Z pii'n’

i=0 j=0
fliggvényt, ahol p;; annak a val6szin(isége, hogy a rejtett Markov-modell altal kibocsatott
els6 szekvencia i, a masodik pedig j hosszUsagu.

13.5. Térzsfakészités tavolsdgon alapulé algoritmusokkal

Ebben a fejezetben térzsfakon olyan dsszefiigg6, iranyitatlan, silyozott 1, kérmentes gra-
fokat értiink, melyben semelyik cstcsnak nincs kettes fokszdma. A stlyok nem negativak,
és minden olyan élre, mely két belsd cslicsot kot dssze, a sulyok pozitivak. Olyan torzs-
fakészit6 modszerekkel ismerkediink meg, amelyek bemen6 adatai objektumok halmaza,
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valamint mindegyik objektumpéarra megadott tavolsag. Ez a tavolsag szdrmazhat példaul
szekvencidk optimalis illesztésébdl vett tavolsagokbdl, de az itt bemutatasra keriild algo-
ritmusok tetsz6leges tavolsagokra miikddnek. A fak levelei a megadott objektumok, a fa
abrazol egy, a leveleken, mint objektumokon definialt metrikat: két objektum kozotti ta-
volsagot az ezen objektumokat 6sszekoté Ut hosszaval definidljuk. Az algoritmusok jésagat
lehet mérni a bemeneti tdvolsagok és a megkonstrudlt fa altal meghatarozott tavolsagok
kozotti kulénbséggel.

Két specialis metrikat fogunk definialni, az ultrametrikat és az additiv metrikat. Az
osztalyozd algoritmusok mindig olyan torzsfat készitenek, amelyek ultrametrikét reprezen-
talnak. Be fogjuk bizonyitani, hogy amennyiben a bemeneti adatokban szerepl8 tavolsagok
ultrametrikus tulajdonsaguak, akkor az osztalyozé algoritmusok altal meghatarozott fa pon-
tosan ezt fogja reprezentalni.

Hasonldéan a szomszédok egyesitése mddszer additiv metrikat reprezentalé fat készit,
és ha a bemend tavolsagokokra teljestil az additiv metrika, akkor a szomszédok egyesitése
visszaadja ezt a metrikat.

Mindkét bizonyitas esetében sziikségiink lesz az alabbi lemmara:

13.3. lemma. Barmely metrikara legfeljebb egy olyan fa van, amely ezt dbrazolja.

Bizonyitas. Két objektumra az allitas trivialis. A bizonyitas indirekten, teljes indukcidval
torténik. Az indukciot harom objektummal kezdjik. Harom objektum esetében egyetlen fa
topolégia létezik, a csillag alakl. Legyenaz i, j és k leveleket a fa bels6 csticsaval 6sszekot6
élek hossza rendre x, y és z. Az élek hosszait az

X+y = dij, (13.67)
X+zZ = di,k , (1368)
y+z = dk,| (1369)

egyenletrendszer adja meg, aminek egyetlen megoldasa van, mivel az

110
101 (13.70)
01 1

determinéns nem 0.

n > 3 objektum esetében tegyk fel, hogy van két fa, amely ugyanazt a metrikat repre-
zentalja. Ekkor az els6 fan keressiink két olyan levelet, i-t és j-t, melyeket 6sszekdtd Uton
egyetlen egy csucs van, legyen az a cstcs u. llyen i és j cscsokat minden faban talalunk,
vegylink egy olyan utat a faban, melyben a belsd cstcsok szama a legnagyobb, az Gt mindkeét
végeén ilyen levélpar talalhat6. Ha a masodik faban i-t és j-t 6sszekotd aton egyetlen csucs
van, akkor a két faban i-t a bels6 cslccsal 0sszek6t6 élek hossza azonos, és Ggyszintén a j-t
a belsd cstccsal 0sszekotd élek hossza azonos, mivel tetsz6leges k(# i, j) objektumra mind-
két fa esetében ugyanazt a részfat kell kapnunk (melyben az u és k kdz6tti utat egyetlen d,
hosszlsagu éllel abrazoljuk). Legyartunk egy Uj metrikat, melyben elhagyjuk az i és j ob-
jektumokat, bevezetiink egy u’ objektumot, melynek barmely k objektumtol vett tavolsaga
di x—di , ahol d; , az i-t u-val 6sszekotd él hossza. A két faban elhagyjuk az i és j cstcsokat,
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13.2. &bra. Egy dendrogram.

ha u fokszadma 3 volt i és j elhagyésa el6tt, akkor u levél lesz az 0j faban, és most ez fogja
reprezentalni u’-t, ha u nem levél i és j elhagyasa utan, akkor u-ba behtzunk egy u’ levelet,
az Uj él hossza pedig 0. Igy olyan fakat kapunk, melyek ezt a metrikat reprezentaljak, és az
indukcio6 szerint azonosak.

Ha viszont a masodik faban i-t j-vel 6sszekdtd Gton nem egy csucs van, akkor ellent-
mondasra jutunk. Ugyanis ebben a faban van az i-t j-vel 8sszekot ton egy olyan u; cslcs,
melyre d;, # di,. Vegylink a masodik faban egy olyan k csticsot, melyre az i-t k-val 6ssze-
kot6 at athalad uq-en. Az els6 fabol szamolva

dik —djk = diy = dju = 2diy—dij, (13.71)

mig a masodik fan
dik — djk = iy, —djy, = 2diy, — dij , (13.72)
ami ellentmond annak, hogy d; y # diy,. ]

13.5.1. Osztdlyozé algoritmusok

13.4. definicid. Egy metrikat ultrametrikanak neveziink, ha barmely i, j és k csucsokra
di,j < max{dik, djk} (13.73)

Kénnyen belathato (1asd 13.5-1. gyakorlat), hogy egy ultrametrikban barmely harom cstcs
kozott lev6 harom tavolsag vagy mind azonos, vagy koziliik kettd azonos, a harmadik pedig
ennél kisebb.

13.5. tétel. Ha objektumok egy véges halmazan definialt metrika ultrametrika, akkor ponto-
san egy olyan fa létezik, amely ezt abrazolja. Tovabba ezt a fat le lehet gydkereztetni gy,
hogy minden levélnek a gyokeértdl vett tavolsaga azonos legyen.

Bizonyitas. A 13.3. lemma alapjan legfeljebb egy ilyen fa van, igy elég megkonstrualni egy
ilyen fat barmely ultrametrikara. Az ultrametrikus fakat dendrogramokként fogjuk abra-
zolni, ezekben a reprezentacidkban a vizszintesen huzott élek hosszat 0-nak tekintjik (lasd
13.2. &bra). A tétel bizonyitasa a levelek, mint objektumok szdma szerinti indukciéval torté-
nik. Kettd objektum esetében nyilvan meg tudjuk konstrualni a dendrogramot. Ha n levélre
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13.3. &bra. Az (n + 1)-edik levél bekotése a dendrogramba.

megkonstrualtuk mar a dendrogramot, az (n + 1)-edik levéllel a kovetkez6képpen jarunk
el: Keresiink egy olyan i-t, melyre d; n,1 minimalis. Ezutan i-b6l elindulunk a gyokér felé,
és din+1/2 magassagban kotjik be az (n + 1)-edik levelet (I4sd 13.3. &bra). Ez a dendrog-
ram helyesen abrazolja az 6sszes cslcsnak az (n + 1)-edik levéltdl vett tAvolsagat. Ugyanis
az 0sszes olyan i’ cslcsra, amely az n + 1-ik levél bekdtésének helye alatt helyezkedik
el, dij- < dins1, és az ultrametrikus tulajdonsagbdl, valamint d; ,.1 minimalitasabol kovet-
kezik, hogy ekkor dini1 = disne1. Masrészt az 6sszes tobbi j cscsra dij > dinia, S az
ultrametrikus tulajdonsagbol adodoan ekkor djn.q = di j. [

Koénnyen beléathato, hogy a bizonyitasban hasznalt megkonstruéalas szamolasi igénye O(n?),
ahol n az objektumok szdma. Megadhatunk egy masik algoritmust is, amely megkeresi azt
az i és j objektumpart, amire d; j minimalis. Az ultrametrikus tulajdonsagbdl adédéan min-
denk-radix = djk(> di;), igy az i és j objektumpért lecserélhetjik egyetlen Gj objektumra,
és ezen (j objektumnak az dsszes tobbitél vett tavolsaga jol definilt. Az i és a j objektu-
mot Gsszekotjiik di j/2 magassagban, és az igy kapott részdendrogramot egy objektumnak
tekintve folytatjuk az iteraciot. Ez az algoritmus lassabb, mint az el&bbi bizonyitasban meg-
adott algoritmus, viszont ez az alapja az Ugynevezett osztalyozé algoritmusoknak. Az osz-
talyozé algoritmusok mindig dendrogramot adnak, akkor is, ha a bemen6 tavolsagok nem
alkotnak ultrametrikat. Viszont ha a bemend adatok ultrametrikus tulajdonsaguak, akkor az
osztalyoz6 algoritmusok tobbsége pontosan visszaadja az ezt reprezentalé dendrogramot.
Mindegyik osztalyozé algoritmus azt az i és j objektumokat (illetve az iteracié tovabbi
Iépéseiben objektumok helyett objektumhalmazok is szerepelhetnek) keresi meg, amelyre
di.j minimalis. A modszerek kozétti kuldnbség abban rejlik, hogy ezutan hogyan hatéroz-
zak meg az Uj objektumhalmaz és a tobbi objektum(halmaz) kdzotti tavolsagot. Ha az Uj
objektumot u-val jeldljik, akkor az alabb ismertetésre keriil§ modszerek kdvetkez6képpen
definialjak dy x-t:
e EGyszerU-LANC: dyyx = min{dik, dj}.
e  TELIES-LANC: dyk = max{di, dj}.

e CsorortaTLAG: (UPGMA) U és k elemei paronkénti tavolsagainak szamtani kozepe, azaz
dux = (dixx|il+djexjl)/(lil+1jl), ahol [i| és | jl az i és j objektumhalmazok elemszémai.

e EcyszerU-AtLaG: Az tlagok atlagat vesszik, azaz dyk = (dik + dj)/2.
e Cenrtrom: Ezt a mdédszert leggyakrabban akkor alkalmazzak, amikor az objektumok
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13.4. dbra. dyx szamolasa a Centroi> modszer szerint.

beagyazhatdak Euklideszi térbe. Ekkor a két objektumhalmaz koz6tti tAvolsagot az ob-
jektumhalmazok centrumai kdzotti tavolsagként lehet definidlni. A szamolashoz azon-
ban nem feltétlentl kell az Euklideszi tér koordinatait hasznalni, hiszen a kérdéses d k
tavolsag nem mas, mintaz i, j és k cstcsok altal meghatarozott hAromszdgbena k csuics-
bol kiinduld, az ij szakaszt |j| : |i| aranyban 0szt6 szakasz hossza (lasd 13.4. abra), ez
pedig a d; j, dix és d;x adatokb6l mar meghatarozhat6. Ez a szamolasi mod akkor is al-
kalmazhatd, ha az objektumok nem agyazhat6k be Euklideszi térbe, igy bar a mddszer
Otlete geometriai indittatast, barmely tavolsdgmatrixra alkalmazhato.

e Mepian: Az u objektumhalmaz centrumat i és j centrumainak centrumaként definialjuk.
Igy ez a modszer gy viszonyul a centroid médszerhez, mint az egyszer(i atlag a cso-
portatlaghoz. Erre a mddszerre is igaz, hogy nem kell dy x szdmol&sahoz az Euklideszi
koordinatakat ismerni, hiszen a keresett tdvolsag az ijk haromszégben a k-bél indul
stlyvonal hossza.

Konnyen belathatd, hogy az els6 négy modszer visszaadja a tavolsagokat reprezental6
dendrogramot, amennyiben a bemen6 adatok ultrametrikus tulajdonsaguak, hiszen ekkor
dix = djk. A CentrOD és @ MEDIAN mOdszerek azonban nem adjék vissza az ultrametrikat
reprezental6 dendrogramot, hiszen dy Kisebb lesz, mint d; (ami egyenld d;-val).

Az osztalyozé algoritmusok altalanos problémaéja, hogy mindig dendrogramot adnak
vissza, és ez bioldgiailag nem feltétlenil helyes. Ugyanis bioldgiai szekvenciak leszarma-
zasi kapcsolatait csak az Ugynevezett molekularis 6ra miikodésének esetében abrazolja he-
lyesen egy dendrogram. A molekuléaris 6ra elmélet szerint az egyes szekvenciak a torzs-
fejl6dés soran adott id6tartam alatt ugyanakkora mennyiség(i mutacion mentek at, azonban
szamos biologiai példa mutatja azt, hogy ez nem mindig teljesil. Ezért szeretnénk egy olyan
algoritmust, amely csak akkor ad ultrametrikus fat a bemen6 adatsorokra, ha a bemen6 ta-
volsagok valoban ultrametrikus tulajdonsagliak. Ezért mara a SzomMszEDOK EGYESITESE al-
goritmus sokkal népszer(ibbé valt a bioinformatikai alkalmazasokban, mint az osztalyoz6
algoritmusok.

13.5.2. Szomszédok egyesitése

13.6. definici6. Egy metrikat additiv vagy négycsuics metrikanak neveziink, ha barmely i,
J, k és | cstcsara

di,j + di; < max{dix + dj,|, di + dj,k} . (13.74)
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n+1

13.5. dbra. Az (n + 1)-edik levél gyokereztetése additiv fa megkonstrualasahoz.

13.7. tétel. Ha objektumok egy véges halmazan definialt metrika additiv, akkor pontosan
egy olyan fa létezik, amely ezt reprezentalja.

Bizonyitas. A 13.3. lemma alapjan legfeljebb egy ilyen fa van, igy elég megkonstrualni egy
ilyen fat barmely additiv metrikéara. EI6sz6r a konstrukciét adjuk meg, ezutan bizonyitjuk a
konstrukcié helyességét:

Harom objektumraa (13.67-13.69) egyenletek alapjan megkonstrualunk egy fat, ezutan
a konstrukcié indukcioval torténik, feltesszilk, hogy n > 3 objektumra mér elkészitettiik a
fat, az (n + 1)-edik objektumot reprezentald levelet pedig egy éllel valahova bekotjlik a mar
topolégia meghatarozasahoz egy tetsz6leges i levéltél indulunk el. Jel6ljik i szomszédjat
u-val, u-bdl még legalabb két él indul ki, ezen élekb6l kiindulé utakon keressiink egy-egy
levelet, jeloljiuk ezeket k-val és I-lel (I&sd 13.5. dbra). Az (n + 1)-edik levél bekotése i-bdl
nézve az u csucson innen van, ha

dines + i) < ik + dnyay (13.75)

Hasonloképpen megallapithatjuk, hogy az (n + 1)-edik levél bekotése k, illetve az | cstcshol
nézve u-n innen van-e. Ha u fokszama nagyobb, mint harom, akkor a tovabbi élekb6l kiin-
dul6 utakon is keresiink I’ cstcsokat, és az i, n+ 1, k és I’ csticsnégyesekre hasonldan jarunk
el. Az additiv metrika tulajdonsagahdl kévetkezik, hogy legfeljebb egy esetben allhat fenn
az adott irdny( egyenlétlenség. Ha egyetlen esetben all fenn ilyen iranyd egyenl6tlenség, és
ez az i levél esete, akkor az (n + 1)-edik levelet az i-t u-val 6sszek6td élhez kotjlk be. Ha
egyenl&tlenség mas esetben all fenn, akkor vesszilk azt a maximalis részfat, amelynek egy
levele u, és tartalmazza az (n + 1)-edik levél bekotését. Definialjuk dy n+1-et mint di n.1 —diy,
és ezutan u-t i-nek atnevezve folytatjuk a bekotés helyének keresését. Ha minden esetben
egyenldséget kapunk, akkor az (n + 1)-edik levelet az u csticshoz kotjiik be.

Miutan megtortént a bekotés helyének megkeresése, meghatarozzuk a bekotd él
hosszat. Ha az (n + 1)-ik élt az i-t u-val 0sszekot6 élen kotjiik be, akkor jel6ljiik a bekotd
csucsot ui-gyel (13.6/b &bra). Definialjuk dyn.1-€t (dine1 — diu)-ként. EKkor a dyy,, diy,,
valamint a d, n.+1 tAvolségokat az i, u és n + 1 objektumok tavolségait reprezental6 fa adja
meg, melyet a (13.67-13.69) egyenletek alapjan szdmolunk ki. Ha az (n + 1)-edik levelet az
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13.6. &bra. Néhany fa topoldgia a 13.7. tétel bizonyitasahoz.

u csuicshoz kotjik be, akkor dynv1 = dinez — diu

Ezutan ratériink a konstrukcié helyességének a bizonyitasara. E16szor azt latjuk be,
hogy amikor az (n + 1)-ik levél bekotésének a helyét keressilk, és egy Uj részfan definialjuk
a dyn+1 tvolsagot, akkor a megadott definicié jol definialt, azaz barmely olyan j csucsra,
mely nem szerepel az Gjonnan definialt részfaban, d ;.1 — dju = di ne1 — diu. Ha az Gj részfa
tartalmazza I-t, akkor ez azon j = k cstcsra nyilvan teljestl, mely k cstcs alapjan hataroztuk
meg az (n + 1)-edik levél helyzetét (lasd 13.6/a dbra). Az (n + 1)-edik levél helyzetébdl és
az additiv metrika tulajdonsagabdl adédoan

At + diy = dinea + digr (13.76)
amibdl ha felhasznaljuk a di; = d; + dy; és a dx; = dky + dy egyenlBségeket, adodik, hogy

Akt — Oku = diper — diy - (13.77)
Ugyanigy minden olyan ki levélre, melyet nem valaszt el k-t6l az u csucs, fennall a

Ak, et + dij = dines + iyl (13.78)
egyenléség. Ez az additiv metrikabol és a

ik, + Qine1 < Aines + digl (13.79)
egyenldtlenségbdl adodik, ez utdbbi pedig levezethetd a

ik, +diy < di + i (13.80)
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dines +dii < dig + et (13.81)
egyenl6tlenségekbdl. Hasonldan, ha u fokszdma haromnal nagyobb, akkor minden olyan
cstcsra, melyet u elvalaszt az (n + 1)-edik levéltdl, hasonl6 egyenl&ségek és egyenlétlensé-
gek allnak fenn.

Az (j élhosszak kiszdmolasabdl adddik, hogy a d; .1 tAvolsagot helyesen reprezentélja
az Uj fa, és igy a dj .1 tAvolsagot az dsszes olyan j cslcsra, melyet i elvélaszt (n + 1)-t6l.
(Ne feledjik el, hogy a beagazas helyének megkeresésébdl adddoan az abran i lehet egy
korabbi u.)

Ha az (n + 1)-edik levél bekotése az u-t az i-vel 6sszekdt6 szakaszon van (13.6/b dbra),
akkor dy n.1 definici6jabol adéddan d n.1-et is helyesen abrézolja a fa. A

dins1 + dig = dyi +dipes (13.82)
egyenl&séghdl egyszerlien levezethet6, hogy
dine1 = diu + dunea » (13.83)

igy a di n+1 tavolsagot is jol reprezentélja a fa. Az el6bbi levezetésekkel anal6g médon belat-
hat6, hogy minden olyan ki-re, melyet u nem valaszt el k-t6l, a di, n.1 tavolsagot helyesen
reprezentalja a fa, és valéjaban az 6sszes olyan j cslcsra, melyet u elvalaszt n + 1-t6l, a
djn.1 tAvolsagot helyesen reprezentélja az elkészitett fa.

Ha az (n + 1)-edik levelet az u cstcshoz kétjiik be (13.6/c dbra), akkor a

ine1 + dig = dij + A ne1 = dicner + dj (13.84)

egyenl8ségekbdl mar levezethetd, hogy mind dy n.+1-et, mind d, n,1-€t helyesen reprezentélja
a fa, és a fentiekhez hasonl6 okoskodashol kdvetkezik, hogy ez val6jaban igaz minden olyan
csucsra, melyet u elvalaszt (n + 1)-t6l.

Ezzel n cslcs tavolsagait helyesen reprezentald fabdl kiindulva megkonstruéltunk egy
olyan fat, mely n + 1 cslcs tavolsagat reprezentalja helyesen (feltéve, hogy a csucsokra
teljesull az additiv metrika), igy bizonyitottuk a 13.7. tételt. ]

Koénnyen belathato, hogy a fenti algoritmus, mely megkonstruélja azt a fat, amely egy
additiv metrikat reprezental, O(n?) id6t igényel. Az algoritmus azonban csak akkor miikodik
helyesen, ha a bemeng tavolsagok additiv metrikat alkotnak. Ellenkez& esetben t6bb esetben
is fennéllhat a (13.75) egyenl6tlenség, igy nem tudnank elddnteni, hogy hol kdssik be az
(n + 1)-edik levelet. Az alabbiakban megadunk egy ®(n®) idejdi algoritmust, amely szintén
az additiv metrikat reprezentald fat adja vissza, ha a bemen6 tavolsagok additiv metrikat
alkotnak, de egy additiv fat ad vissza egyéb esetekben is.

A SzomszEpok-EGYESITESE algoritmus a kdvetkez8képpen mikodik: Adott cstcsok egy
halmaza n elemmel, és egy ezen értelmezett metrika, d. EI6szor kiszamitjuk az dsszes i
csucsra a tobbi csucstdl vett tavolsagok dsszegét:

n
Vi = Z dij . (13.85)
=1
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13.7. &bra. Az i, J, k és | csucsok elhelyezkedése, amennyiben i-t és j-t egyetlen u belsd cstcs vélasztja el.

Ezutan megkeressiik azt a cstcspart, melyre
Si,j = (n=2)dij— Vi —V; (13.86)

minimalis. Az i és a j cstcsokbol az U], u bels6 cstcsig hizott élek hossza

di,j Vi — Vj
Biu= > " om_a’ (13.87)
illetve
di,j
€ju= 7 —€iu (1388)

Ezutan kdvetkezik a tavolsagmatrix atszamolasa. Az i és j csticsok kiesnek, helylikre
kerdil be az u cslcs. Az u csUcs és a tobbi csics kozotti tavolsagot az alabbi képlettel hata-
rozzuk meg:

Oy = ——F7— . (13.89)

13.8. tétel. Ha a bemend cstcsokon megadott d metrika additiv metrika, akkor a Szowm-
SZEDOK-EGYESITESE algoritmus visszaadja azt a fat, mely ezt a metrikat reprezentalja.

Bizonyitas. A 13.7. tételb6l adéddan pontosan egy fa létezik, amely ezt a metrikat abra-
zolja. Ha az algoritmusban az Ujonnan kivalasztott i és j cstcsokat ezen a fan csak egyetlen
belsé csucs valasztja el, akkor egyszer(i szamolasbol adodik, hogy a SzomszEDOK-EGYESITESE
algoritmus helyesen jar el. Igy elég azt bizonyitani, hogy a kivalasztott i és j csticsok mindig
a megadott médon helyezkednek el.

El6szor azt latjuk be, hogy hai-t és j-t csak egyetlen egy bels cscs valasztja el, akkor
barmely k-ra sij < six és sij < s j. Valoban, alkalmazva a (13.86) egyenletben szerepld
definiciot, az s; j < sik egyenl6tlenséget atrendezve kapjuk, hogy

D= diy—dj) =20 = " (k= djm = dhem) + 20 < 0 (13.90)
I#,] MK
Amennyiben | = m # i, j, k, a szummakbol kapjuk, hogy

(di,j - di,| - dj,|) — dj,k + dj,| + dk,| = 2dwy| - 2du,| <0 (13.91)

(lasd még 13.7. abra). A szumman kiviili tagok, valamint a szumman beliilazl = k ésm = i
esetek pedig pontosan 0-ra dsszegzddnek, igy bizonyitottuk, hogy a (13.90) egyenl&tlenség
fennall.
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13.8. &bra. Az m cslcsok lehetséges elhelyezkedése a fan.

Ezutan a 13.8. tételt indirekt mddon bizonyitjuk. Tegyuk fel, hogy az i-t és j-t nem
egyetlen belsd cstcs valasztja el, de s; ; minimalis. A fentiekb&l kovetkezik, hogy sem i-
hez, sem j-hez nem talalhaté olyan cstcs, melyet csak egy bels6 cstics valaszt el i-t6l, illetve
j-t6l. Keressiink olyan k és | part, melyet csak egyetlen w belsd csucs valaszt el, i-t w-vel
0Osszekotd Ut és i-t j-vel sszekotd Ut utolso kdzds cstcsa pedig legyen v. s; j minimalitasabol

Skl — Si,j > 0. (13.92)
Ezt atrendezve kapjuk, hogy
D (A = = di)) = 2d = Y (dij = drnyi —dmp) +2di; >0 (13.93)
myzk,| Mmp#i, j

A szummakon kivili tagok, valamintaz my = k, my = I, my = i és my = j esetek pontosan
0-ra 6sszegzbdnek. A tobbi m = my = my # i, j, k, | esetekben a kérdéses kifejezés

dk,| - dm,k - dml - di,j + dm,i + dm,k . (13.94)

Ha m az i-t j-vel 6sszekdtd uton kapcsolddik az i, j, k és | levelek altal kifeszitett részfahoz,
akkor a (13.94) kifejezés mindig negativ lesz (lasd 13.8. abra). Nevezziik ezen m cstcsokat
I. esetnek. Ha m a v és w kozotti Gton kotddik be, akkor a (13.94) kifejezés lehet pozitiv.
Nevezziik ezen eseteket 1. esetnek. Mivel a teljes kifejezésnek pozitivnak kell lennie, ezért
adodik, hogy a Il. esetek szama tébb kell, hogy legyen, mint az I. esetek szama.

Tudjuk, hogy az i-t v-vel 0sszekot6 Uton van egy v’ csucs, és ebbdl kiindulva talalunk
olyank’ és I’ csucsokat, melyeket csak egyetlen w’ bels csiics valaszt el. Ezekre meginta ll.
esetek szama tobb kell, hogy legyen, mint az |. esetek szama, de ezzel ellentmondasra jutunk
ak és | csticsok esetével. Igy i és j szomszédok kell, hogy legyenek, és ezzel bizonyitottuk
a 13.8 tételt. ]

Gyakorlatok

13.5-1. Mutassuk meg, hogy ultrametrikaban barmely harom cstcsbol szarmazé harom ta-
volséag vagy mind azonos, vagy kettd azonos, a harmadik pedig ezeknél kisebb. Bizonyitsuk
be az additiv metrikak esetében a tetszleges négy cslcshol szarmazé tavolsagosszegekre
fennalld analdg allitést is.

13.5-2. Mutassuk meg, hogy minden ultrametrika egyben additiv metrika is.

13.5-3. Adjunk példat olyan metrikara, amely nem additiv.

13.5-4. Mutassuk meg, hogy minden additiv metrika euklideszi.
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13.5-5. Adjuk meg a pontos képletet, amely a centroid mddszer esetében meghatérozza
dyk-t di,j, dik és dj,k segitségével.

13.5-6. Mutassuk meg, hogy a cslicsok szdmanak négyzetével aranyos id6ben eldénthetd,
hogy egy metrika additiv-e, illetve ultrametrikus-e.

13.6. Vélogatott témdk

Ebben a részben olyan témakkal foglalkozunk, amelyek altaldban nem szerepelnek bioinfor-
matikai tankdnyvekben, vagy csak vazlatosan vannak targyalva. Mi is csak a legfontosabb
eredményeket emlitjik meg, és a tételeket nem bizonyitjuk.

13.6.1. Genomok dtrendezédése

Egy organizmus genomja kiilonbdzd génekbdl all. A kétszali DNS-nek csak az egyik szala
a kodolo gén, a mésik szal ennek a reverz komplementere. Mivel a DNS iranyitott, igy
beszélhetiink a gének irdnyitottsagardl is. Ha minden génbdl egyetlen mésolat talalhat6 a
genomban, akkor a gének sorrendje leirhato egy el6jeles permutacioként, ahol az el6jel
megadja a kddolé szal iranyat.

Ha adva van két genom azonos géntartalommal, el&jeles permutacioként abrazolva, ak-
kor a feladat az, hogy keressiik meg azt a minimalis mutaciésorozatot, amely az egyik ge-
nomot a mésikba transzformalja. Harom mutacidtipust kilénbdztetiink meg:

e Inverzié. Egy inverzié a genom egy darabjat megforditja. Az adott darabon a gének
sorrendje, és a leolvasasi irdny, azaz az el6jel is megvaltozik.

e Transzpozicio. Egy transzpozicid a genom egy darabjat egy masik helyre teszi at, tgy,
hogy a gének leolvasasi iranya nem valtozik meg.

e Invertdlt transzpozicid. Ennek hatasara nem csak a genom egy darabjanak a helyzete
véltozik meg, de az elmozditott darab leolvasési irdnya is megvaltozik.

Ha feltessziik, hogy csak inverziok torténtek, akkor meg tudunk adni egy ©(n?) ideji
algoritmust, amely meghataroz egy olyan minimalis mutacidsorozatot, amely az egyik ge-
nomot a masikba transzformalja, s6t, a szilkséges mutaciok szama ®(n) idében elddnthetd,
ahol n a gének szama.

Ha maés, vagy tobbfajta mutaciotipust vesziink figyelembe, akkor a probléma bonyolult-
saga nem ismert. Transzpozicidkra a legjobb kozelités egy 1.5-kézelités. Ha mind a harom
fajta mutécioét figyelembe vesszilk, akkor a legjobb eredmény egy 2-kdzelit6 algoritmus.
Ezenkivil sulyozott mutécidkra létezik egy (1 + €)-kozelités is, de a stlyok specialitasa
miatt tudjuk, hogy egy legkisebb stly( mutéciésorozatban nem lesz invertalt transzpozicio.

Ha az el6jeleket nem ismerjiik, és csak inverziokat vesziink figyelembe, akkor a prob-
lIéma bizonyitottan NP-teljes. Ugyanigy NP-teljes probléma az optimalis inverziés median
megtalalasa harom elGjeles permutacio esetében. Az optimalis inverziés median az az eld-
jeles permutaci6, melynek a harom el6jeles permutaciotol vett tavolsagainak az 6sszege
minimalis.

Az alabbiakban vazoljuk a két genom inverzios tavolsaganak meghatarozasara szolgalo
elméletet, az gynevezett Hannenhalli-Pevzner-elméletet. Ahelyett, hogy egy 71 permuta-
ciét transzforméalnank a r, permutacioba, a mr, rr1-et transzformaljuk az identikus permu-
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Q2 1.3 49 107 85 611
-1 +2 +5 +3 +4

13.9. dbra. A -1, +2, +5, +3, +4 elbjeles permutacié abrazolasa nem elbjeles permutacioként, és a permutéacio
toréspontgrafja.

tacioba. Egyszer(i csoportelméleti okoskodashol kovetkezik, hogy a két feladat egymassal
ekvivalens. Ezért feltessziik, hogy a két genombdl a keresett nglnl permutaciét mar megha-
taroztuk, a tovabbiakban ezt -vel jel6ljuk.

Egy n elem( el8jeles permutaciot egy 2n hosszl el6jel nélkili permutacioval abrazo-
lunk a kdvetkez6képen. Minden +i-t lecseréliink egy 2i — 1, 2i parra, minden —i-t pedig egy
2i, 2i — 1 pérra. Ezenfeliil az igy kapott permutéciot 0 és 2n + 1 kdzé keretezziik. Ezutan el-
készitjlik az Ugynevezett toréspont-grafot. Ennek cstcsai a nem el6jeles permutacio elemei,
beleértve a 0-t és a (2n+1)-et is. A permutacio két elemét egy egyenes vonallal kétjlik dssze,
ha a kilénbségiik abszolltértéke nagyobb, mint egy. Valamint két cstcsot egy ivvel kétiink
Ossze, ha egymas utani szamok, de a permutaciéban nem egymas utan allnak. Egy példat
adunk meg a 13.9. 4bran. Kénnyen belathato, hogy a téréspont-grafot egyértelmiien fel lehet
bontani kérokre, a kdrokben az egyenes élek és ivek felvaltva jonnek. Egy kort iranyitott-
nak hivunk, ha egy, a kbrén megtett séta soran legalabb egy egyenes élen balrél jobbra, és
legalabb egy egyenes élen jobbrol balra is haladtunk. Minden més kor iranyitatlan.

Két kor atfed, ha valamely iveik sziikségképpen metszik egymast. A permutécio atfe-
dési grafjainak a cslcsai a téréspont-graf korei, és két csucs akkor van dsszekodtve, ha a
toréspont-grafban a két kér metszi egymast. Az atfedési graf komponensekre bomlik, egy
komponens iranyitott, ha van benne iranyitott kor, egyébként iranyitatlan. Az irdnyitatlan
komponensek kozll nem-gataknak hivjuk azokat, amelyekre a téréspont-grafon van két
olyan iranyitatlan komponens, amelyet az adott komponens elvalaszt egymastdl. Itt az el-
valasztason azt értjik, hogy az egyik iranyitatlan komponens valamely ivéb&l nem tudunk
a cslicsokat dsszekotd vonal felett gy dtmenni a masik irdnyitatlan komponens valamely
ivéhez, hogy ne metszenénk a nem-gat valamely ivét. A tobbi iranyitott komponenst gatnak
hivjuk.

A gatak kdziil szupergataknak hivjuk azokat, amelyeket ha kitorliink, akkor valamely
nem-gat gattd valik. Ez olyan esetekben fordul el8, amikor a nem-géat pontosan az adott
géatat valasztja el mas nem-iranyitott komponensekt6l. Egy permutaciot er6dnek hivunk, ha
paratlan szdmu gatja van, és ezek mindegyike szupergét.

13.9. tétel. Legyen adva egy = el6jeles permutacid. Inverziok egy optimalis sorozata, amely
ezt a permutaciot rendezi,
br—Cr+hs+ 1 (13.95)

mutéciébdl all, ahol b, a téréspont-grafban az egyenes élek szama, ¢, a téréspont-grafban
a kdrok szama, h,, a gatak szama, és f, = 1, ha = erdd, egyébként pedig 0.
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A tételt itt nem bizonyitjuk.

A (13.95) képletben szerepld mennyiséget meg lehet ®(n) idében hatarozni, ahol n az
el6jeles permutaci6é mérete.

Nyilvan b, és c, kiszamolhat6 O(n) id6ben. A nehéz rész h, és f, kiszamolasa. A
problémat az okozza, hogy az atfedési grafban az élek szama lehet Q(n?). Ezért a gyors
algoritmus nem hatarozza meg a teljes atfedési grafot, hanem csak minden komponensén
egy feszitd részfat.

13.6.2. Sérétes-puska nukleinsavleolvasas

Egy genom DNS-e altaldban milliés nagysagrendd, vagy még tébb nukleinsavbdl all. Egy
biokémiai technikaval meghatarozhatd a DNS egyik végén talalhaté nukleinsavak sorrendje,
de a leolvasasi bizonytalansag novekszik, ahogy haladunk a szekvenciaban el6re, és kb. 500
nukleinsav utan a leolvasas teljesen bizonytalanna valik.

Ezt a biokémiai problémat a kdvetkez6képpen oldjak meg. A DNS-b6I szamos kopiat
vesznek, és ezek mindegyikét véletlen médon széttdrdelik olyan méret(i részekre, melyet az
el6bb leirt technikaval aztan mar meg lehet hatarozni. Ezek utan az atfedd részletekbdl kell
Osszerakni az eredeti hossz( szekvenciat. Ezt a technikat hivjuk sorétes-puska nukleinsav-
leolvasasnak, angolul shotgun sequencing-nek.

Matematikailag Ugy lehet definilni a feladatot, hogy adott szekvenciaknak keressiik a
legrévidebb kdzos szuperszekvencidjat. Egy B szekvencia szuperszekvenciaja A-nak, ha A
részszekvencidja B-nek (részszekvencian egy szekvencia nem feltétleniil 9sszefliggd részét
értjuk). Maier bebizonyitotta, hogy a legrévidebb szuperszekvencia NP-teljes probléma, ha
az abécé mérete legalabb 5, és sejtése szerint ugyanez a helyzet a legalabb haromelemdi
abécék esetén is. Kés6bb megmutattak, hogy a feladat minden nem trivialis abécére NP-
teljes.

Hasonl6 a legrévidebb kézds szuperstring probléma, ami szintén NP-teljes (részstrin-
gen egy szekvencia 0sszefligg6 részét értjiik). Ez utobbi probléma az, ami igazan biolo-
giailag érdekes, hiszen atfed6 stringeket keresiink. A megoldasra szamos kozelitd algorit-
mus sziletett. Egy mohd algoritmus minden stringparra megkeresi a maximalis atfedéseket,
majd ezt prébalja mohé modon 6sszefiizni egy legrovidebb szuperstringgé. Az algoritmus
futési ideje O(Nm), ahol N a szekvencidk szdma, m pedig a szekvenciak 6sszhossza. Az igy
megtalalt szuperstring mérete bizonyitottan kisebb, mint 4n, ahol n a legrévidebb szuper-
string hossza. Egy tovabbfejlesztett algoritmus bizonyitottan 3-kozelitd, és a sejtés az, hogy
valGjaban sose kapunk 2n-nél hosszabb szuperstringet.

A sorétes-puska nukleinsav-leolvasas sordn a nukleinsavak meghatarozasa nem tokeéle-
tes, el6fordulhatnak beszlrasok, torlések és cserék is a meghatarozés kdzben. Ezért Jiang
és Li javasolta a legrévidebb k-kdzelitd kozds szuperstring problémat. Kececioglu és Myers
egy programcsomagot dolgozott ki, amelyben szdmos heurisztikus algoritmust megval6si-
tottak a probléma megoldasara.

Gyakorlatok

13.6-1. Mutassuk meg, hogy ha egy permutacio erdd, akkor legalabb harom szupergat van
benne.

13.6-2. Legalabb hany elembdl kell egy erédnek allnia?




13. Feladatok 583

Feladatok

13-1. Konkav Smith-Waterman

Adjuk meg a Smith—Waterman algoritmust konkav résbiintetésekre.

13-2. Konkav Spouge

Adjuk meg Spouge algoritmuséat konkav résbintetésekre.

13-3. Kiszolgalas benzinkatnal

Egy benzinkdtnal két sorban allnak a kocsik. Mindegyik kocsit vagy gazolajjal vagy ben-
zinnel kell kiszolgalni. Egyszerre legfeljebb két kocsit szolgalhatunk ki, de csak akkor, ha
a két kocsi kiilonb6z8 tizemanyagot igényel, és a két sor els6 kocsijairdl van sz, vagy va-
lamelyik sor els6 két kocsijarol. Akar egy, akar két kocsit szolgalunk ki egyszerre, a két
folyamat kiszolgalasi ideje ugyanakkora. Adjunk meg egy paros rejtett Markov-folyamatot,
amelyre a Viterbi-algoritmus egy legrévidebb kiszolgalasi tervet hataroz meg.

13-4. Rejtett Markov-modellek momentumai

Adott egy szekvencia és egy rejtett Markov-modell. Szamoljuk ki a rejtett Markov-
modellben az adott szekvenciat kibocsatd utak valoszinliségének a vérhatd értékét, vari-
anciajat, k-adik momentumat.

13-5. Sztochasztikus kdrnyezetfliggetlen nyelvtanok momentumai

Adott egy szekvencia és egy sztochasztikus kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Szamoljuk ki az
adott nyelvtanban a szekvenciat levezetd levezetések val6sziniiségeinek a varhato értékét,
varianciajat, k-adik momentumat.

13-6. Rejtett Markov-modellek egyiittes kibocsatasi valészinlisége

Ki lehet szamolni ezt a valdszin(iséget O((n1ny)?) idében?

13-7. Rendezd inverziok

Egy adott eljeles permutacidban rendezd inverzidknak hivjuk azokat az inverzidkat, ame-
lyek kezdd lépései egy minimalis hosszlsagu rendez6 sorozatnak. Hogyan véltoztathatja
meg egy rendez6 inverzié a toréspont grafban a kordk, toréspontok és a gatak szamat?

Megijegyzések a fejezethez

Dinamikus programozasi algoritmust biologiai szekvencidk hasonlésagara el6szor Need-
leman és Wunch adott meg 1970-ben [41]. Tetsz&leges réshiintetd fliggvényre Waterman
és munkatarsai adtak algoritmust [57]. Gotoh algoritmusa affin résbiintetd fiiggvényekre
1982-ben jelent meg [16], a konkav résbiintet6 fliggvény &tlete Watermantdl szarmazik
[56], mellyel kés6bb Miller és Myers [38], valamint Galil és Giancarlo [38] foglalkozott.
Bar empirikus adatok alapjan a konkav résbiintetd fliggvény bioldgiailag helyesebb, mégis
a leggyakrabban az affin résbiintet6 fliggvényt hasznaljak, pl. a Clustal-W nev(i népszer{i
szekvenciaillesztd programban is [52].

A tdbbszords szekvenciaillesztés 6tlete Sankofttdl szarmazik [48], mely a bicinforma-
tika egyik kozponti feladata lett [17]. Bebizonyitottak, hogy a tébbszords szekvenciaillesz-
tés NP-teljes probléma [55], igy a gyakorlatban heurisztikus modszereket alkalmaznak. A
legelterjedtebb heurisztika az iterativ illesztés, ez alapjan miikddik a fent emlitett Clustal-W
is.

Hirschberg algoritmusat el6szor leghosszabb kozos részszekvencia megkeresésére
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hasznaltak [20], de mara szamos bioinformatikai algoritmusban szerepel, pl. Doublescan
[35]. A szekvenciaillesztés tovabbi algoritmikai elemzésérdl kimeritéen ir Gusfield [17].

A sztochasztikus nyelvtanok és bioinformatikai alkalmazasuk a kézponti témaja Dur-
bin, Eddy, Krogh és Mitchison népszer{i kdnyvének, melyet szamos egyetem bioinformatika
oktatasaban alapkdnyvként hasznalnak [10]. Formalis nyelvekkel, nyelvtanokkal foglalkozd
magyar nyelv{ tankdnyv Bach Ivéan [6] és Fulép Zoltan [13] miive, valamint [8].

Az osztalyoz6 algoritmusok dsszehasonlitasardl részletesen olvashatunk Podani Janos
konyvében [45]. A filogenetika és a filogenetikai algoritmusok irant érdekl6d6k figyelmébe
ajanljuk Felsenstein [12], valamint Semple és Steel [49] kdnyveit.

Kevéssé olvasmanyos, de sok informécidt tartalmaz a genomatrendez&dési algoritmu-
sokrol Pevzner kdnyve [43].

Stephen ,,String searching” cim{ kdnyvében részletesen foglalkozik a legrévidebb szu-
perstring problémajaval. A kényvben szamos kivalo referenciat és az algoritmusok részletes
leirasait is megtaléaljuk [51].

Az alabbi megjegyzések a téma irant kifejezetten érdekléd6knek szélnak.

Két string edit tavolsdgan a minimalis szam( besziréas-torlések szamat értjuk. Két string
edit tAvolsaganak a kiszamolasara van @(12)-nél gyorsabb modszer, amely a ,,négy orosz
gyorsitasa” néven hiresult el, habar a négy egykori szovjetnid-beli szerz6 kdzil csak egy
volt orosz nemzetiség(i [4]. Az algoritmus futasi ideje O(n?/ Ig(n)), azonban gyakorlati al-
kalmazasokban el6fordulé szekvenciahosszakra lassabb, mint a hagyomanyos dinamikus
programozasi algoritmusok.

A leghosszabb kdzds részszekvenciara hasznalt dinamikus programozasi algoritmus a
két szekvencia hosszainak szorzataval aranyos id6ben fut, hasonldan a szekvenciak illeszté-
seire hasznalt algoritmushoz. Hunt és Szymanski moédszere ezzel szemben egy olyan grafot
allit eld, melynek cslcsai a két 6sszehasonlitandé szekvencia, A és B karakterei, és a;-t pon-
tosan akkor koti dssze él bj-vel, ha a; = b;. Ezt a grafot hasznalva létezik olyan algoritmus,
melynek futasi ideje ®((r +n) Ig(n)), ahol r a graf éleinek a szama, n pedig a graf cstcsainak
a szama, azaz a két szekvencia hossza [22]. Habar igy az algoritmus futasi ideje O(n?Ign),
szamos alkalmazasban a behuzott élek szdma a szekvenciak hosszaval egyenesen aranyos.
Ekkor a futasi id6 O(nlgn) lesz, ami Iényegesen jobb a kvadratikus idej(i algoritmusnal.

A saroklevagasi technika egyik fejlett valtozata az Ugynevezett diagonalis Kiterjesztés.
A diagonalis kiterjesztés a dinamikus programozasi tablazatot atlds iranyban tolti ki, és nem
igényel tesztértéket. llyen algoritmusra példa Wu és munkatérsainak az algoritmusa [58]. A
Unix diff utasitasdban hasznalt algoritmus szintén diagonalis kiterjesztésen alapul [37],
melynek az atlagos szamolasi ideje O(n + m + d2), ahol n és m a két Gsszehasonlitandd
szekvencia hossza, de pedig a két szekvencia edit tavolsaga.

A Knuth—-Morris—Pratt stringkeresé algoritmus egy rdévid P stringet keres meg egy
hosszi M stringben, és ®(p + m) id6ben fut, ahol p és m a két szekvencia hossza [27].
Landau és Vishkin médositott algoritmusa minden olyan illesztést megtalal M-ben, amely
legfeljebb k helyen tér el P-t6l [29]. Az algoritmus futési ideje ®(k(p Ig(p) + m)), memori-
aigénye pedig O(k(p + m)).

Bar a szekvenciaillesztésre legelterjedtebb algoritmusok dinamikus programozassal
miikodnek, megadhat6 szekvencidk optimalis illesztése egész linearis programozassal is.
Az dtlet Kececioglu és munkatarsaitol szarmazik [25]. A médszert kiterjesztették tetszéle-
ges réshuntet6 fliggvényre is [3]. Az egész érték{i programozassal kapcsolatos algoritmu-
sokrol irt attekint6 cikket Lancia [28]. A DiAlign szintén nem dinamikus programozason
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alapul [39].

A szekvenciak strukturalis illesztése csak a fehérjék harom dimenzios szerkezetét veszi
figyelembe. Olyan szekvenciaillesztést keresiink, melyben a réseket biintetjik, az 6sszeil-
lesztett karaktereket viszont nem hasonl6sag vagy tavolsag alapjan értékeljik, hanem az
alapjan, hogy a harom dimenzios térszerkezetben az dsszeillesztett aminosavak mennyire
hozhatéak fedésbe a szerkezetek forgatasaval. Szamos algoritmust dolgoztak ki struktura-
lis szekvenciaillesztésre, ezek koziil az egyik legnépszer(ibb a Kombinatorikus Kiterjesztés
(CE) algoritmus [50].

Egy adott fa topolégiara a Maximum Likelihood cimkézés polinomialis id6ben meg-
adhato [46]. Ez az algoritmus az egyik legelterjedtebb filogenetikai elemz8 csomagba, a
PAML-ba is bekerlt (http://abacus.gene.ucl.ac.uk/software/paml.html).

Egy adott fa topoldgia, élhosszak, szubsztiticios modell és adott szekvenciak esetén
lineéaris id6ben ki lehet szamolni egy fa likelihoodjat Felsenstein algoritmusaval. A Maxi-
mum Likelihood fa problémaja az, hogy adott modell és szekvenciak esetén hatarozzuk meg
azt a fa topol6giat és élhosszakat, amelyre a likelihood maximalis. Meglepd mddon, még
senkinek sem siker(ilt bizonyitania, hogy ez a probléma NP-teljes lenne, bér ez a sejtés. Azt
mar sikeriilt bizonyitani, hogy az Ancestral Maximum Likelihood probléma, amikor nem
keressiik, NP-teljes [1].

A Kkét legelterjedtebb, rejtett Markov-modellek alapjan mikddé szekvenciail-
lesztd programcsomag a SAM [21] és a HMMER (http://hmmer.wustl.edu/). Rejtett
Markov-modell alapjan m{ik6dé genomannotalé programot fejlesztett ki Pedersen és
Hein [42], péros rejtett Markov-modellt hasznal szintén genomannotalasra a Double-
Scan [35], (http://www.sanger.ac.uk/Software/analysis/doublescan/) és a Projector [36],
(http://www.sanger.ac.uk/Software/analysis/projector/).

Olyan rejtett Markov-modellt, amely evolucios informéciok alapjan hatarozza meg a
kibocsatasi valoszinliségeket, Goldman, Thorne és Jones publikalt el&szor [15], fehérjék
masodlagos térszerkezetének joslasara. Ez a rejtett Markov-modell szekvenciak illesztett
oszlopait bocsatja Ki, egy illesztett oszlop kibocsatasi valoszinliségét egy evollcios fa és
egy id6folytonos Markov-modell hatdrozza meg. A kibocsatasi valészinliséget Felsenstein
algoritmusaval lehet meghatarozni.

A Knudsen-Hein nyelvtant hasznalja a PFold nev(i program, amely RNS-ek masod-
lagos térszerkezetét hatdrozza meg [26]. Ez a sztochasztikus kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan
szintén illesztett szekvenciékat vezet le, a termindlis szimbdlumok ezen szekvenciaillesz-
tés illesztett oszlopai. Az s termindlis levezetési valdszinliségét egy evollcios torzsfa és
egy id6folytonos Markov-modell hatdrozza meg, a dFd levezetésben a két d terminalis he-
lyére frand6 két oszlop valdszin(iségét pedig ugyanezen a térzsfan egy olyan id6folytonos
Markov-modell adja meg, melynek allapotai dinukleotidok.

Az ELGre algoritmus futasi ideje négyzetesen ndvekszik a rejtett Markov-modell &llapo-
tainak a szdmaval. Azonban nem mindig ez a leghatékonyabb algoritmus. Egy biolégiailag
fontos tdbbszoros rejtett Markov-modellben az ELSrE algoritmus futasi ideje @(5"L"), ahol
n a szekvenciak szama, L pedig a szekvencidk hosszanak geometriai kdzepe. Meg lehet adni
azonban egy olyan algoritmust, amely ®(2"L") id6ben kiszamolja a szekvenciék kibocsa-
tasi valoszinliségét [30, 31]. Nem ismert azonban, hogy erre a modellre a legvaldsziniibb
kibocsatas megkeresésére hasonl6 gyorsitas megadhato-e.

Az RNS-ek Zuker-Tinoco [53] modellje térszerkezeti elemeken definial szabadener-
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giat, és egy adott masodlagos térszerkezethez a térszerkezet részeihez rendelt szabadener-
giak osszegét rendeli. A Zuker-Sankoft-algoritmus [59] @(1*) idGben talalja meg a legki-
sebb energiatartalmt masodlagos térszerkezetet, ®(12) memariat hasznalva, ahol | az RNS
szekvencia hossza. Ugyanilyen memoria- és szamolasigény( a térszerkezetek Boltzman-
eloszlasahoz tartozo particiofiiggvény kiszdmolasa is [34]. Egy specialis esetben mind az
optimalis térszerkezet, mind a particiéfiilggvény szamolasa felgyorsithat ©(1%) idére is, to-
vébbra is (1) memoriat hasznalva [33].

Az RNS-ek azon bazisparosodasait, melyben a parosod6 nukleinsavakat ¢sszekotd, a
szekvencia felett halad6 ivek metszik egymast, alcsomoknak hivjuk. Az alcsomokat tar-
talmazo térszerkezetek altalanos predikcidja NP-teljes. Azonban bizonyos specialis alcso-
mok kozil egy optimalis dlcsomé megkeresésére vannak polinomidlis idejii algoritmusok
[2, 32, 47, 54].

Rejtett Markov-modellek és sztochasztikus kérnyezetfiiggetlen nyelvtanok egyiittes ki-
bocsatasi valdszinliségeinek meghatarozasaval foglalkoztak Jagota és munkatarsai [23]. A
keresett valdszinliséget egy kvadratikus egyenletrendszer megoldasaval lehet meghatérozni,
amelyet csak numerikusan lehet megoldani. Az egyenletrendszerben az ismeretlenek szdma
Vvn?, ahol V a nemterminalisok szama Chomsky féle normalformaban, n pedig a rejtett
Markov-modell &llapotai. A szerz6k megadtak egy iteraciét, mely bizonyitottan konvergal a
pontos megoldashoz, egy iteracios 1épés szamolasi igénye @(V3n%). Az iteracié konvergen-
ciajanak a sebességérdl nem szolgalnak analitikus eredménnyel, de azt sejtik, hogy gyors.

Sztochasztikus kornyezetfliggetlen nyelvtanok generatorfiiggvényeit hasznalta RNS
térszerkezetek predikcidinak josdgara Markus Nebel. Szdmos olyan statisztikat sikeriilt ana-
litikusan kiszamolnia, amelyek korrelélnak a predikcio josagaval [40].

Rendezett fakhoz hasonléan rendezett erddket is lehet illeszteni. Rendezett erd6k illesz-
tésére adtak meg algoritmust Héchsmann és munkatarsai. Megmutattak, hogy RNS térszer-
kezeteket lehet rendezett erd6kkel abrazolni, és ezen abrazolason keresztiil az RNS térszer-
kezetek dsszehasonlithatéak [19].

Atteson matematikai definiciot adott a torzsfakészitd modszerek josagara, és kimutatta,
hogy bizonyos definiciok alapjan a SzomszEpok EGYESITESE a lehet6 legjobb maédszer [5].

Négy fajra harom fa topoldgiat lehet késziteni, amelyeket quarteteknek hivunk. Ha egy
fara ismerjiik az 6sszes quartet topologiat, akkor ebbdl az eredeti fa topoldgiajat is meg lehet
hatarozni. S6t bebizonyitottak, hogy nem sziikséges az dsszes quartetet megnézni, a kozeli

Egy genom allhat tébb DNS szekvencidbol, az egyes DNS szekvenciakat kromosz6-
maknak hivjuk. Genomatrendez6dés soran nem csak kromoszéman beldl, hanem a kromo-
szomak kozott is keveredhetnek a gének. Ezekre az Gigynevezett transzlokacios mutaciokra
adott meg ®(n?) idejdi algoritmust Hannenhalli [18]. Transzlokécids atmérével és a prob-
léma altalanositasaval foglalkozik Pisanti és Sagot [44].

A permutacidk rendezésének altalanositott problémaja a minimalis general6 sz6 kere-
sése egy véges csoportban. Ez a probléma bizonyitottan NP-teljes [24]. Az el6jeles permuta-
ciék inverzidkkal vald rendezésén és a transzlokacios tavolsagon kiviil csak egy bioldgiailag
kevéshé relevans problémara van polinomidlis idejd algoritmus, az Ugynevezett blokk atren-
dezddésekre [7]. Erdekességként megjegyezziik, hogy a Microsoft tulajdonosa, Bill Gates
is foglalkozott permutéciok rendezésével, specidlisan a prefix inverziokkal [14].

A konyvfejezetben csak a legfontosabb témakrdl irtunk, szamos kevésbé fontos, de na-
gyon érdekes témakort kénytelenek voltunk kihagyni. llyen témakorok példaul a rekombi-
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nacio, a pedigré elemzés, a karakteralapu torzsfakészit§ modszerek, a részleges emésztés,
a fehérjecsavaras, DNS chipek, a tudasabrazolas, a biokémiai hal6zatok. Ennek fényében
Donald Knuth szavaival [9] zarjuk konyvfejezetiinket: ,,It is hard for me to say confidently
that, after fifty more years of explosive growth of computer science, there will still be a lot
of fascinating unsolved problems at peoples’ fingertips, that it won’t be pretty much wor-
king on refinements of well-explored things. Maybe all of the simple stuff and the really
great stuff has been discovered. It may not be true, but I can’t predict an unending growth. |
can’t be as confident about computer science as | can about biology. Biology easily has 500
years of exciting problems to work on, it’s at that level.”
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